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Resumen: 

En el presente informe se continúa con la descripción de un nuevo método numérico para resolver la ecuación 
cinética de centro guía para iones y electrones en plamas toroidales. Se desarrollan las cuestiones numéricas 
esquematizadas en el informe anterior [Informes Técnicos Ciemat 1165, mayo 2009]. Además de enmarcar 
el método entre los ya existentes, desde un punto de vista ahora numérico se explican: la forma de resolver 
las ecuaciones de convección, las condiciones de contorno adoptadas, las mallas utilizadas en el espacio 
físico y su obtención mediante un nuevo software también desarrollado, así como algunos aspectos de la 
integración numérica y la paralelización 

Numerical Claculation of Transport Based on the Drift-Kinetic Equation for 
Plasmas in General Toroidal Magnetic Geometry: Numerical Methods 

Reynolds, J.M.; López-Bruna, D. 
23 pp. 14 fig. 16ref. 

Abstract: 

In this report we continue with the description of a newly developed numerical method to solve the drift 
kinetic equation for ions and electrons in toroidal plasmas. Several numerical aspects, already outlined in a 
previous report [Informes Técnicos Ciemat 1165, mayo 2009], will be treated now in more detail. Aside from 
discussing the method in the context of other existing codes, various aspects will be now explained from the 
viewpoint of numerical methods: the way to solve convection equations, the adopted boundary conditions, 
the real-space meshing procedures along with a new software developed to build them, and some additional 
questions related with the paralelization and the numerical integration. 
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Resumen 

En el presente informe se continúa con la descripción de un nuevo 
método numérico para resolver la ecuación cinética de centro guía para 
iones y electrones en plamas toroidales. Se desarrollan las cuestiones 
numéricas esquematizadas en el informe anterior [1]. Además de en­
marcar el código numérico entre los ya existentes, desde un punto de 
vista ahora numérico se explicarán: la forma de resolver las ecuacio­
nes de convección, las condiciones de contorno adoptadas, las mallas 
utilizadas en el espacio físico y su obtención mediante un nuevo softwa­
re también desarrollado, así como algunos aspectos de la integración 
numérica y la paralelización. 

1. Introducción 

En un informe anterior [1] se expuso el modelo teórico en base al cual 
abordamos el cálculo numérico del transporte en plasmas de fusión toroidales. 
Dentro de la gran variedad de métodos existentes es conveniente encuadrar 
el método numérico elegido para resolver el modelo propuesto. 

Para resolver problemas de fluidos convencionales, es común resolver las 
ecuaciones de la densidad n, la velocidad u (que involucra un momento para 
cada componente, p. ej. tt¿ = J fvidv) y la temperatura T, que son los cinco 
momentos básicos de la función de distribución / . Esto es posible porque 
dichos fluidos suelen ser altamente colisionales y su función de distribución 
es en esencia una maxwelliana, la cual queda localmente definida mediante 
n, u y T. Sin embargo, recordemos que la dinámica de un momento de la 
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función de distribución depende de los momentos de orden superior, por lo 
que es imposible un cálculo exacto sin conocer los infinitos momentos que 
la definen. Si el fluido es muy colisional, se puede "cerrar" el sistema de 
ecuaciones: se hace una estimación de los momentos de orden superior que 
aparecen en las ecuaciones de los momentos de orden inferior (normalmente 
densidad, velocidad y temperatura). Así el problema se reduce a resolver 
varias ecuaciones acopladas de convección en el espacio, es decir, ecuaciones 
del tipo dtC + V • F = S (ver la Ec. 4.1 del informe anterior [1]) donde 
C es la magnitud en convección que en nuestro caso serán los coeficientes 
del desarrollo espectral de la función de distribución; F son los flujos y S 
involucra los términos de "convección en el espacio de velocidades". Dichas 
ecuaciones pueden resolverse mediante métodos convencionales tales como 
elementos, diferencias o volúmenes finitos; o bien códigos espectrales. 

En los fluidos en los que es necesaria una mayor precisión, pues la distancia 
media entre colisiones no es tan pequeña en comparación con el sistema a 
estudiar (es decir, las colisiones no son tan frecuentes como para que sea 
suficiente la descripción mediante densidad, velocidad y temperatura), se 
pueden aplicar aproximaciones de mayor orden. Un método muy potente es 
el de los 13 momentos de Grad [2], que añade ecuaciones para la evolución de 
las tres componentes del flujo de calor y las cinco componentes del tensor de 
presiones, esto es, otros ocho momentos de / . Entonces se hacen evolucionar 
13 momentos en lugar de 5, por lo que el cálculo permite alejarse más de la 
distribución maxwelliana. 

En el caso de fluidos como los plasmas de fusión, donde la colisionalidad 
es tan baja que la distancia media entre colisiones puede ser mayor que las 
dimensiones de la máquina que contiene al plasma, es preciso estudiar más 
momentos. Así, Balescu habla de expansiones de hasta 29 momentos [3]. 

Como ya se comentó en el informe previo [1], para expresar la función 
de distribución / en el espacio de velocidades se ha optado por expandir su 
dependencia con las componentes de la velocidad en series de polinomios de 
Legendre-Laguerre1. La razón es que la expresión de los momentos clásicos de 
la función de distribución, como la densidad, la temperatura y la velocidad, 
son combinaciones lineales de pocos términos de la serie. Por lo tanto, no 
se hacen evolucionar momentos de la velocidad en el sentido habitual sino 
combinaciones lineales de ellos a los que llamaremos "modos" por analogía 
con los desarrollos espectrales. Podemos hablar sin embargo de equivalencia 
entre modos y momentos, pues la hay en lo que respecta a grado del polinomio 
en las variables del espacio de velocidades. Entonces, el presente método 

1Se trata realmente de polinomios de Laguerre generalizados, a veces llamados polino­
mios de Sonine. 
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trata de hacer una aproximación con un número de modos indeterminado a 
priori, dejando que el cierre no sea establecido de forma analítica sino por 
convergencia espectral. Es decir, si se usan suficientes modos de la función 
de distribución, es de esperar que el método converja puesto que los modos 
de orden alto son cada vez más pequeños y añadir más modos al cálculo 
no modifica sustancialmente el resultado: si la expansión que se calcula es 
conservativa numéricamente, también lo serán la temperatura (energía), la 
densidad y los flujos. 

Una limitación de la expansión en modos es el requisito de que la veloci­
dad de normalización esté cerca de la correspondiente a la maxwelliana por 
la que se aproxima la función de distribución. En caso contrario, el número 
de momentos necesarios para expresarla puede crece demasiado como se ha 
advertido en la Ref. [1]. Así, si en una coordenada radial hay una tempera­
tura y en otra es diez veces inferior, pero se usa la misma temperatura de 
normalización, la simulación requerirá un número ingente de modos y será in­
abordable. Por tanto, es necesario que la temperatura de normalización (que, 
recordemos, es un parámetro de la base de polinomios en la que se expande 
/ ) varíe con la posición. En definitiva, el problema es que la base depende de 
las coordenadas espaciales a través de la normalización porque los polinomios 
tienen dicha dependencia a través de (3 (ver ecuación (3.9) de [1]). Como la 
forma de obtener las ecuaciones de avance es proyectar la ecuación de Boltz-
mann sobre la base, y ello supone la multiplicación por dichos polinomios, 
nos encontramos con un doble problema: 

- Si la base depende del espacio (es decir, la temperatura de normaliza­
ción depende del espacio), no será posible expresar, de forma inmediata, las 
ecuaciones de manera conservativa: 

^ + V P ( x ) = S(x), 

la cual tiene ventajas computacionales, como ya veremos. 
La solución a este problema consiste en dejar que la temperatura de nor­

malización sea constante en el interior de cada elemento de la malla, pero que 
pueda variar de un elemento a otro. Esto requiere tener en cuenta el cambio 
de base cada vez que se necesite un valor por parte de un elemento vecino 
cuya normalización es distinta; pero, a cambio, dejan de aparecer términos 
que no se pueden expresar de forma conservativa. 

- Si la base depende del tiempo (es decir, la temperatura de normaliza­
ción depende del tiempo), un problema lineal en su parte convectiva puede 
pasar a ser no lineal. Esto mismo ocurre en la obtención de las ecuaciones 
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de Navier Stokes o del método de Grad a partir de la de Boltzmann para un 
problema sin fuerzas que dependan de la función de distribución (por ejemplo 
un campo magnético o uno eléctrico). En este caso, la parte convectiva de 
la ecuación de Boltzmann es lineal. La parte convectiva de las ecuaciones de 
Navier-Stokes o las del método de Grad, sin embargo, no lo son. La linealidad 
se pierde en el momento en que la base usada para expandir la función de 
distribución varía con el tiempo, pues en los citados ejemplos ambas bases 
toman como parámetros las velocidades y temperaturas medias de la función 
de distribución que, obviamente, cambian con el espacio y el tiempo. Así, 
al proyectar sobre la base para obtener la dinámica de los modos, aparecen 
términos no lineales. La solución a este problema es evitar que la base (por 
tanto la normalización de la temperatura) varíe a medida que el tiempo evo­
luciona. Esto no impide que, en el caso de requerir un reajuste de las bases 
a medida que se modifique la temperatura en un punto, se pueda parar la 
simulación, modificar las bases, estimar los nuevos coeficientes y continuar 
con la simulación. Obsérvese que en ningún momento se efectúan cambios de 
base según una dependencia con el tiempo físico del problema simulado, sino 
como una conveniencia en tiempo de computación. Esto mantiene lineal el 
problema de la convección con las consecuentes ventajas a la hora de resol­
verlo numéricamente. 

Cabe destacar que este método podría aplicarse a fluidos más convencio­
nales. De hecho, se puede establecer cierta similitud con el método de Lattice 
Boltzmann (LBM) [4]. Se puede demostrar [5] que el LBM equivale a resol­
ver la ecuación de Boltzmann usando polinomios de Laguerre como base para 
la función de distribución e integrando numéricamente por cuadraturas de 
Gauss. Las ecuaciones resultantes, en lugar de establecer la dinámica de los 
momentos de la función de distribución, establecen la dinámica de los nodos 
de integración de Gauss, que son puntos con una velocidad concreta. Sin 
entrar en más detalles sobre el LBM, lo importante es notar que el método 
aquí presentado es equivalente al LBM en el caso de expandir la función de 
distribución en pocos modos y usar una temperatura de normalización cons­
tante en todo el espacio. De hecho, se podría pensar en un método mixto 
entre el actual y el LBM, ya que uno de los principales inconvenientes del 
LBM es que la temperatura de la función de distribución no debe alejarse 
mucho de la de normalización, pues se desestabiliza. Esto se entiende al re­
cordar, como se ha mencionado anteriormente, que las bases utilizadas no se 
comportan bien cuando la temperatura de la función de distribución es muy 
diferente a la de normalización. Una opción intermedia sería, por tanto, el 
LBM con una temperatura de normalización que pueda ser distinta en dife­
rentes recintos, si bien al hacer esto se pierde parte de la eficiencia del LBM, 
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una de sus mayores virtudes. 

Una vez enmarcado el código en esta introducción, se pasa en la sección 
2 a detallar el SDM, el método utilizado para resolver la convección. Las 
condiciones de contorno se comentan en la sección 3. En el apartado 4.1 
se describen detalles de la integración temporal señalando después (4.2) la 
manera en que se obtienen los estados estacionarios. Como se verá, un punto 
importante en la precisión de la convección es un correcto mallado, y para 
ello se ha desarrollado una herramienta de software que completa el presente 
código y genera mallas adecuadas para las simulaciones, como explicaremos 
en la sección 5. Por último, algunos detalles de la paralelización se dan en la 
sección 6 y unas breves conclusiones en la sección 7. 

2. Método SDM 

El SDM, o "método de las diferencias espectrales" [6, 7], es una solución 
mixta entre los métodos de volúmenes finitos, que tienen la bondad de ser 
localmente conservativos, y los de diferencias finitas, más sencillos de imple-
mentar y más escalables a la hora de usar polinomios de orden alto para 
expresar la función a resolver. Un esquema del método se dio en la sección 4 
de [1]. 

La propiedad de que el método sea conservativo localmente para las va­
riables en convección quiere decir que si se lleva a cabo una integración de 
dichas variables, el resultado, a medida que avanza el tiempo, es constante 
en la precisión de la máquina. Con ello, por ejemplo, se evita una variación 
artificial de la energía o del número de partículas por efectos numéricos. Co­
mo avanzábamos en la introducción, para conseguir dicha conservación local 
es a menudo necesario que la función aproximada sea discontinua entre los 
elementos2. En nuestro caso esto no sólo se debe a las diferencias -pequeñas-
que se originan a ambos lados de las superficies colindantes entre celdas de­
bido a la discretización inherente al cálculo numérico, sino también debido a 
la dependencia de / con la velocidad térmica, ver Ec. 3.1 en [1]. 

Otra de las características mencionadas del SDM es el uso de polinomios 
de orden (grado) arbitrario como bases de aproximación para la solución. 
Esto permite aumentar la precisión de la simulación sin tener que aumentar 
el número de elementos de la malla. Es por ello que se puede considerar este 
método como de "elementos espectrales" puesto que el error decrece de forma 

2No hay que confundir la función de aproximación con la función real. El que se apro­
xime con algo discontinuo una función continua no quiere decir nada sobre ésta, es tan 
solo un método de aproximación numérica. 

5 



exponencial a medida que se incrementa el grado del polinomio de aproxi­
mación, es decir, el número de polinomios de las bases (en contraposición al 
decrecimiento geométrico del error con el aumento del número de elementos 
de malla). 

Para mantener la conservación local de las cantidades en convección, el 
flujo a ambos lados de las discontinuidades entre elementos de malla debe ser 
el mismo. Puesto que el flujo obtenido en cada lado depende de las propie­
dades locales a cada elemento de malla, no tiene por qué coincidir a ambos 
lados de la discontinuidad. Esto obliga a tomar una decisión sobre qué flujo 
se considera. Para garantizar la estabilidad del método, es común tomar el 
flujo dado por un solver de Riemann [8]. En concreto aquí usaremos uno de 
tipo Roe [9]. En esencia se trata de llevar a cabo la diagonalización por auto-
valores de la matriz jacobiana del flujo y, en el sistema de referencia de los 
autovectores, o subespacios propios, seleccionar el flujo en función del signo 
de la velocidad: si es positiva se toma el de un lado y si es negativa el del 
otro. Veamos esto con más detalle (figura 1). 

Sea Q(x) el vector de cantidades en convección (en lo que sigue elimi­
namos la dependencia con la posición espacial x para aligerar la notación y 
consideraremos vectores "columna", salvo que se especifique su trasposición): 

Q = ( Q 1 , Q 2 , - - - , Q „ ) T . (1) 

Sea Fi(Q) el vector flujo asociado a cada una de las cantidades Q¿ en con­
vección. Así, se puede escribir 

^ l + V-F i (Q) = 5i> 

donde S¿ son las fuentes, de las cuales ahora no nos preocuparemos aunque 
las sintetizaremos también en un vector S = (Si, • • • , Sn)

T. Las componentes 
de estos vectores se refieren a las cantidades sobre las que se resuelve el 
problema de convección, relacionadas con el desarrollo espectral de / (Ec. 
4.2 de [1]). 

De una forma más compacta, la anterior ecuación se puede expresar como: 

^ + (V-F(Q))T = S, (2) 

donde F(Q) es la matriz de flujo cuyas columnas están formadas por los 
vectores F¿: 

F = ( F 1 , F 2 , - - . , F r a ) . (3) 
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A cada lado los modos son diferentes 

Elemento Izq 
Base izq 

n t i z q 
*<?l izq 

Q tizq 
2 izq 

X 3 izq 
/ y izq 
V4 ¡zq 

^ 5 izq 

- o 

H> 

Elemento Der 
Base Der 
Qtder 

l der 
Qtder 

2 der 
Qtder 

3 der 
Qtder 

4 der 
tder 
der Q; 

Según el signo del autovalor se toma 
un modo de la izquierda o de la derecha 

Elemento Izq 
Base izq 

Q t¡«] 
I izq 

^ 2 izq 

^ 3 izq 

Q tizq 
4 izq 

Q l ^ ^ 5 izq 

Q ,izq 
I izq 

Q t i z q 
2 izq 

Q t i z q 
3 izq 

Q t d e r 
4 der 

Q t d e r 
5 der 

Elemento Der 
Base Der 
Qtder 

l der 
Qtder 

2 der 
Qtder 

3 der 
Qtder 

4 der 
Qtder 

5 der 

£1 resultado final es un flujo único a ambos lados 
de la interfaz formado por modos de los dos lados 

Elemento Izq 

*¿L izq 

*<2izq 

^ 3 izq 

Qtizq 
4 izq 

^ 5 izq 

F«2it) izq 

F(QHÍq ) 
F«3S) 

< r -

Elemento Der 

Qtder 
I der 

Qtder 
" 2 der 

Qtder 
3 der 

Qtder 
4 der 

Qtder 
5 der 

Figura 1: Esquema del método de estabilización tomando como ejemplo un 
flujo lineal. 



El problema de Riemann se resuelve por separado en cada una de las tres 
dimensiones espaciales. Por eso convendrán las siguientes definiciones: por 
un lado, tres vectores L, M y N cuyas n componentes son las filas de F; por 
ejemplo, para la primera componente espacial x (coordenada cartesiana x) 
tenemos el vector L dado por (Fíx, • • • , Fnx)

T. Definamos además la matriz 
jacobiana a partir del flujo asociado a cada dimensión espacial, esto es, el 
juego de matrices jacobianas n x n 

JL-dQ] S M - 5 Q ; J W ~ 5 Q -
 ( 4 ) 

Por ejemplo, los elementos de J¿ tomarán el valor 

, _ a¿i(Q) 
L'13 d a , 

y análogamente los demás. Para simplificar, centrémonos en el caso de J¿. 
Se puede definir la matriz diagonal de autovalores A¿ que obtenemos de la 
matriz RL de autovectores 

JL = R¿A¿RL . 

Consideremos el valor absoluto de J¿ como: 

|J¿| = RL |A¿ |R L , 

donde |A¿| simboliza la matriz diagonal A¿ con los autovalores tomados en 
módulo. Entonces, aplicar un solver de Roe es equivalente a utilizar en ambas 
superficies colindantes de los elementos de malla el flujo modificado: 

L = - [L(Qder) + L(Qj^) — | J L | ( Q ¿ ^ — Qder)] (5) 

donde Qder Y Qízq son los valores tomados por Q a cada lado de la interfaz, 
que no tienen por qué ser iguales en el método SDM como venimos dicien­
do. Igualmente se procede con las jacobianas JM y Jw asociadas a las otras 
dimensiones espaciales. 

Para comprender el significado de (5), supongamos que F es lineal con 
respecto a las cantidades en convección Q¿. Entonces, las tres matrices ja­
cobianas aplicadas sobre Q equivalen a la matriz de flujo, lo que podemos 
simbolizar así: 

- L T -

M T 

N T 
= 

" ( J L Q ) T " 

( J M Q ) T 

(JWQ)T 
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Fijémonos en la dimensión espacial asociada a L y contemplemos el pro­
blema de convección en la base de los subespacios propios de J¿, esto es, sean 
L' = R¿:L y Q' = R_1Q. Entonces tenemos L' = A¿Q'. Las componentes 
de este nuevo objeto son L\ = OHQ'Í donde los o¡¿ son autovalores de A¿. 
Pues bien, la Ec. 5 indica que el criterio para elegir el flujo en la frontera es 
considerar cada componente Qder,i o bien Qízq>í dependiendo del signo de o¡¿. 
Análogo razonamiento haríamos para M y N. Todo esto puede interpretarse 
como que aplicar la Ec. 5 a cada dimensión espacial equivale a tomar el flujo 
correspondiente al elemento de malla de donde viene la velocidad. Con ello se 
garantiza la estabilidad. Esta manera de entender el solver de Roe se esque­
matiza en la figura 1. En realidad, en la ecuación de conservación para cada 
Qi se encuentran acopladas todas las componentes espaciales, pero el solver 
garantiza la estabilidad numérica gracias a realizar una selección adecuada, 
Ec. 5, del flujo en las interfaces en base a los signos de los autovalores de las 
jacobianas 4. 

Como vemos, el cálculo del flujo en las fronteras es costoso, pues requiere 
la diagonalización de la matriz de flujo en todos los nodos de los contornos 
de los elementos de malla. No obstante, hay que observar que el problema 
numérico recién expuesto se aplica a los flujos dados por la expresión Ec 
4.4 del informe anterior [1], donde está claro que dependen linealmente de 
los coeficientes del desarrollo espectral de / (que desempeñan el papel de 
los Qi en este párrafo), al menos en tanto los campos eléctrico y magnético 
sean estacionarios. Por lo tanto, sólo es necesario rehacer la diagonalización 
cada vez que se modifique la matriz jacobiana debido a su dependencia con 
las velocidades de deriva: si los campos electrostáticos y magnéticos están 
fijados, y la normalización con la velocidad térmica también, se puede tener 
precalculada. A la dependencia con la normalización nos referiremos un poco 
más adelante. 

El código se ha preparado previendo la posible variación temporal de los 
campos eléctricos y magnéticos. En tal caso es necesario recalcular el flujo en 
cada iteración temporal, lo que se resuelve mediante la solución de compro­
miso de aplicar el solver de Roe a los flujos por separado. Siguiendo con el 
ejemplo de la dimensión espacial asociada al vector L, la matriz jacobiana, 
en el caso de la ecuación cinética de deriva, se puede expresar en términos 
generales como: 

k 

donde los valores W^ipt, t) son escalares y las J¿ son matrices constantes 
asociadas a cada término Afc de las derivas (véanse la Ec. 4.4 y la tabla 
1 de [1]). El aplicar el solver de Roe a cada una de las partes equivale a 
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usar J2k |W/¿(x,í)||JL| en lugar de |J¿| (y análogamente con JM y Jw) . Es­
to aumenta ligeramente la difusividad numérica, pero en las simulaciones se 
comprueba que sigue garantizando la estabilidad. La ventaja de hacer esto es 
que tan solo hay que diagonalizar al principio de la simulación las matrices 
J¿ etc, lo que supone un ahorro considerable desde el punto de vista compu­
tational. Si bien es cierto que en el ejemplo visto los flujos son lineales con 
respecto a Q, los solvers de Roe son utilizados con asiduidad en sistemas no 
lineales, tales como las ecuaciones de Navier-Stokes en regímenes turbulen­
tos. Un ejemplo se tiene en la referencia [10], donde se utiliza este solver para 
estabilizar el SDM en una simulación LES3. 

Hay una cuestión adicional a considerar, y es que a cada lado de la dis­
continuidad puede existir una normalización diferente: hay que transformar 
los coeficientes de la magnitud en convección a la base en la temperatura de 
normalización del otro elemento antes de realizar el cálculo o la compara­
ción de flujos a ambos lados de la interfaz. Esto obliga a realizar una ligera 
modificación del solver de Roe. Veámosla esquemáticamente. 

Como antes, pensemos en una única componente espacial (la asociada a 
L), si bien vamos a prescindir del subíndice L para aligerar la notación. La 
transformación de los modos de la base en un elemento a la vecina se puede 
expresar como: 

Q izq -rízq r\der 
der der^der 

Q der -rder r^izq 
ízq izq ^izq' 

donde: 

Qdtr e s el v e c f ° r de modos en la superficie del elemento derecho expresado 
en la base del derecho 

QUI e s el vector de modos en la superficie del elemento izquierdo expre­
sado en la base del izquierdo 

Qder e s el vector de modos en la superficie del elemento derecho expresado 
en la base del izquierdo 

Qfzq es el vector de modos en la superficie del elemento izquierdo expre­
sado en la base del derecho 

~^izq es la matriz que transforma los modos del lado izquierdo al derecho 

~^%der e s Ia m a t r i z que transforma los modos del lado derecho al izquierdo 

3Large Eddy Simulation: simulaciones de fluidos turbulentos en las que las escalas 
espaciales inferiores al tamaño de malla se resuelven en base a modelos teóricos. 
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Al expresar los modos Q en la base de autovalores Q' = R *Q (no con­
fundir con la transformación por la normalización) tenemos Q j ^ Y Qízq- Los 
modos asociados a autovalores de un signo (velocidad saliente del elemento) 
permanecerán fijos, y los del otro signo se fijarán al otro lado de la interfaz. 
Por tanto habrá una serie de modos fijados en Qj^T y el resto estará fijado 
en Qj^7 (ver figura 2). 

Expresando ambos vectores en la misma base, por ejemplo en la de la 
izquierda, tenemos: 

'der 
der ^der Q iza _ D-ÍTizq Cíder — R~1TizqRCí'der — TizqCí 

der — ^ ' der^der — ^ ' der^^der — 'der^ 

siendo 
-r'izq _ n - l j i z ? n 

1 der ~ "• ' der^' 

Los modos que deban ser transmitidos de izquierda a derecha se fijarán en 
Qderl •> y el r e s f° (l°s Que deban ser transmitidos de derecha a izquierda) se 
fijan en Qj^T. El resultado es un sistema de ecuaciones en el que parte de las 
variables están en un lado y parte en el otro, algo que podríamos simbolizar 
así: 

Tu T12 

T21 T22 

Xa ya 

Vb \ l %b 

Siendo la diferencia entre ambas bases pequeña, la matriz de transformación 
es cercana a la diagonal (se supone que la normalización es parecida para ele­
mentos vecinos). Se puede por tanto encontrar en general una solución válida 
para (xa,Xb) en este problema de bases mixtas. Se ha comprobado que esta 
última transformación añadida al solver de Roe no altera sus propiedades de 
estabilidad numérica. 

Un problema inherente al uso de métodos numéricos tipo elementos fi­
nitos, volúmenes finitos o elementos espectrales del que no está exento el 
SDM, es la aparición de difusividad numérica. La difusividad numérica, co­
mo su nombre bien indica, es el equivalente numérico a la difusión física. Esto 
quiere decir que si tenemos una cantidad que queremos poner en convección 
mediante una velocidad uniforme en el espacio, al cabo del tiempo, si dicha 
cantidad estaba espacialmente contenida, terminará difundiéndose por todo 
el recinto de integración a pesar de que esto no ocurre en la solución física. 

La difusividad numérica disminuye a medida que incrementamos el orden 
de aproximación de la base o el número de elementos que componen la malla. 
Como ejemplo, en la figura 3 se puede apreciar el buen comportamiento 
del SDM ante la difusividad numérica: para una condición inicial dada, se 
puede recorrer el recinto diez veces sin que apenas se difunda la cantidad 
arrastrada convectivamente. En la figura 4 se observa la convección frente a 
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El elemento de la izquierda 
y el de la derecha no están en la misma base 

Elemento Izq 
Base izq 

V I izq 

Q lizq 
2 izq 

Q;^ 

^ 3 izq 

V 4 izq 
O!1"! 
V:> izq 

- 0 
H> 

0 -

Elemento Der 

Base Der 
0 ,der 
V | der 
0 i der 
V2der 
Qider 
V3der 
/yder 
V4der 

Qrdcr 
5 der 

Se resuelve un sistema de ecuaciones 
que fuerce que cada elemento "vea" lo que debe 

Elemento Izq 
Base izq 

V I izq 

" 2 izq 

^ 3 izq 
rjiizq 
V4 izq 

^ 5 izq 

Base izq 

-t> 
- 0 
H> 

-rv,I<i 
V I izq 

Qzfü, V 3 izq 

X 

X 

• 

T 

Base Der 

— 

X 

X 

X 
Otder 
V 4 d e r 
Q-der 

. Sder, 

o-
« -

Elemento Der 

Base Der 
Q.dcr 
V l d e r 
z~lider 
V 2 d e r 
/-*ider 
X 3 d e r 
z-\tder 
V 4 d e r 
Q-der 
V 5 der 

£1 resultado es un flujo común a ambos 
elementos (el mismo solo que en base diferente) 

Elemento Izq 
Base izq 

V I izq 

n | i z i 
V2izq 
fy i zq 
V3izq 
r y izq 
V4izq 

^ > izq 

H> 

Base izq 

FÍQ'nz'q ) ' 
F(Qr-zq) 

Fp4 

Fp5 

[Tj= 

Base Der 

Fpl 

Fp2 

Fp3 

WdVr) 

.F(Q.;ddTr) J 

<r-
<|-

Elemento Der 

Base Der 
Q¡dr 
0 , d e r 
V 2 d e r 
raider 
V 3 d e r 
/ y der 
V 4 d e r 
r y d e r 
V 5 der 

Figura 2: Estabilidad con bases diferentes. 
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una distribución compleja de velocidades. La alta filamentación indica que 
la difusividad numérica es baja, puesto que una alta difusividad impediría 
fuertes gradientes espaciales. 

Puesto que el efecto de la difusividad numérica depende del problema 
a resolver, el análisis cuantitativo de cómo afectan tanto el orden de los 
polinomios espaciales como el número de elementos de malla a la solución 
física se verá en un informe posterior. No obstante, los solvers que estamos 
usando son de uso común en problemas de ondas de choque o cuando existen 
discontinuidades fuertes -sofisticaciones del problema de Riemann- y cabe 
esperar un buen comportamiento en el tipo de problema numérico que se 
resuelve aquí. Durante la preparación del código se han realizado numerosas 
pruebas, como las mostradas en las Figs. 3 y 4, para verificar la bondad de 
los solvers elegidos en lo que a estabilidad y difusividad numérica respecta. 

3. Condiciones de contorno 

No es fácil establecer unas condiciones de contorno óptimas en este pro­
blema porque las mallas usadas se cortan no en la cámara de vacío, sino en 
el borde del plasma en la última superficie cerrada de flujo (LCFS). En un 
futuro la solución ideal sería extender la malla hasta la pared de la cáma­
ra de vacío: esto facilitaría las condiciones de contorno, pero complicaría el 
cálculo entre la LCFS y dicha pared. Por ahora restringimos el cálculo hasta 
la LCFS. 

En el estado actual del código, el método en la frontera es, en esencia, un 
problema de convección igual al tratado en el apartado anterior, solo que con 
las cantidades en un lado fijadas4. Volviendo a la interpretación de la Fig. 1 
podemos decir que existen dos zonas de frontera, dada una dirección espacial, 
para cada una de las cantidades en convección: tenemos flujo entrante en el 
recinto de simulación y flujo saliente. En las zonas en las que el flujo sale 
(como antes, nos referimos al sistema de referencia de los autovalores) no 
hay mayor problema, puesto que no es necesario establecer la condición de 
contorno: como ya se ha comentado, en las fronteras es necesario resolver 
un problema de Riemann y, de los dos flujos a cada lado de la frontera, se 
toma aquél en función del signo del autovalor. Puesto que el flujo sale del 
recinto, esto quiere decir que el flujo de la frontera se descarta y se toma el 
proveniente del elemento interior a la frontera. Por otro lado, en las zonas en 
las que el flujo correspondiente a cierto autovalor entra se toma el flujo de la 
frontera, el cual depende directamente del valor de la función de distribución 
en la frontera porque el flujo es función de ella. En estos casos es necesario 

4Esto es equivalente a aplicar las condiciones de contorno de Dirichlet. 
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Figura 3: Convección uniforme de una magnitud (densidad, p. ej.) toman­
do una gaussiana por condición inicial (arriba) y condiciones de contorno 
periódicas. La figura de abajo muestra el resultado después de que la convec­
ción ha hecho pasar la distribución 10 veces por el recinto de integración en 
la dirección diagonal: la difusividad numérica es baja. 
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Figura 4: Convección no uniforme desde una condición inicial dada y con 
condiciones de contorno periódicas. Las diferentes figuras muestran la evo­
lución temporal (de izquierda a derecha y de arriba a abajo) en un recinto 
bidimensional. 

establecer en el exterior un valor de las cantidades transportadas. Éstas son, 
en nuestro caso, los coeficientes C^ del desarrollo espectral de / . La opción 
más sencilla es que la densidad sea nula en el borde. Así, la condición de 
contorno no es un problema puesto que se puede suponer que fuera de la 
frontera también será nula y esto se corresponde con tomar un valor nulo 
para todos los coeficientes C^. 

En el caso en que la densidad en la frontera no sea nula, se puede esta­
blecer un valor fijo constante para la misma en toda la frontera. El problema 
que queda por resolver es qué valor dar al resto de coeficientes. Físicamente 
el problema es saber qué forma tiene la función de distribución del plasma 
mas allá de la última superficie cerrada. Aquí se ha optado por tomar como 
solución el de una función de distribución maxwelliana con temperatura y 
densidad fijadas, en manera semejante a lo que se hace en los códigos de trans­
porte unidimensionales. Estas condiciones de contorno ad hoc adoptadas son, 
en principio, válidas en tanto el problema físico a resolver sea razonablemen­
te local en lo que a coordenada radial se refiere. De hecho la gran mayoría 
de códigos de transporte son locales en el sentido de que interpretan el flu­
jo como una función exclusiva de los gradientes termodinámicos del plasma 
(fuentes constantes y fijas) en la misma coordenada radial [11]. Hay que te-
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ner en cuenta que la condición de contorno se transporta por convección al 
interior sólo a través de las derivas (de orden radio de Larmor) ya que no se 
tiene en cuenta la turbulencia electrostática. Se podría argumentar por tanto 
que la condición de contorno no debería tener demasiado peso en la solución 
final salvo para el borde del plasma. En caso contrario, es decir, en el caso 
en que las cantidades a medir para toda coordenada radial dependan en gran 
medida de las condiciones de contorno, estaríamos diciendo que el problema 
es fuertemente no local, lo cual es contrario a la hipótesis de partida. 

Si en algún caso se observa la mencionada sensibilidad inusual a las con­
diciones de contorno, se dej el futuro un estudio más detallado, puesto 
que en tal caso el comportamiento de la SOL (scrape-off layer) influirá de 
forma transcendente al interior del plasma y esto queda fuera del objetivo 
inicial de este código -aunque no de sus capacidades. 

4. Obtención de soluciones 

Si bien en el estado actual del código el avance temporal sólo se ha usado 
para alcanzar situaciones estacionarias, está previsto que el código se em­
plee para estudiar la evolución del sistema cuando un estado estacionario 
se perturba por algún medio. Por lo tanto es necesario tener una evolución 
temporal bien implementada para su uso posterior. Por otro lado, puesto que 
algunos de los regímenes estacionarios a alcanzar se obtienen mediante mo­
delos no lineales, el avance temporal implícito puede servir como algoritmo 
para encontrarlos. 

4.1. Avance temporal 

El avance temporal puede llevarse a cabo de dos maneras: de forma ex­
plícita o implícita. Como es bien sabido, los métodos implícitos son estables 
para cualquier paso temporal pero requieren de la inversión de una matriz, 
mientras que los explícitos no. También ocurre en el método implícito que 
añade difusividad numérica a medida que se incrementa el paso temporal. 
No obstante, para alcanzar estados estacionarios esto no importa mientras 
la solución matemática al problema estacionario sea única. En tal caso, la 
solución alcanzada se verá afectada por la difusividad numérica asociada a 
la discretización espacial, pero no a la discretización temporal, que sólo afec­
tará a la vía por la cual se llega a la solución y a su rapidez en converger a 
ella. 

En el caso explícito se puede optar por un algoritmo de Euler directo 
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simple, 
dCtJ(t) 

C%» = C% + At m 

o un Runge-Kutta TVD (o SSP) de orden alto [12, 13]. 
En el caso implícito se usa un Euler inverso de primer orden: 

ífc+i 

A la hora de invertir la matriz se ha optado por métodos iterativos, pues­
to que hablamos de matrices dispersas (con muchos ceros) y órdenes por 
encima de 10.000. Un método directo de resolución (por ejemplo mediante 
factorización LU) no permite abordar de forma cómoda estas matrices con la 
capacidad de computación actual. Los iterativos, sin embargo, son ideales en 
estos casos siempre que la convergencia sea buena, es decir, que se requieran 
pocas iteraciones para alcanzar la solución. Puesto que la matriz a resolver 
no es simétrica, se ha elegido un algoritmo de gradientes biconjugados estabi­
lizado [14], que es la versión no simétrica del conocido método de gradientes 
conjugados (CG) [15]. 

Cabe mencionar que la convergencia del método iterativo empeora a me­
dida que se incrementa el número de elementos de la malla, el orden de los 
elementos espectrales o el número de modos en los que se expande la función 
de distribución. Una posible mejora en el futuro es garantizar una correcta 
convergencia mediante el uso de un precondicionador: éste consiste en conocer 
una solución aproximada de la matriz a resolver, mediante una aproximación 
poco costosa de la inversa de dicha matriz. Un método podría ser usar un 
código de transporte ID como precondicionador del 3D5. 

Una cuestión interesante es el avance de los electrones. En el caso de 
querer encontrar una solución estacionaria, y no importando el modo en que 
se alcanza, se acelera el cálculo y se mejora la convergencia de la matriz si 
el paso temporal de los electrones se hace más corto que el de los iones: en 
concreto se toma Aí¿ = ./^Ate, puesto que la velocidad térmica electrónica 

es \ r^- veces la iónica para una misma temperatura. Como la dinámica 

electrónica es mucho más rápida que la iónica, con esto se evita una lenta 
convergencia a la solución al utilizar el avance temporal. Es fácil ver con 
el siguiente ejemplo que la solución estacionaria es la misma. Aquí usamos 
subíndices respectivos e, i para referirnos a electrones e iones. 

5 Relacionado con esto está la gran dispersión espectral de los autovalores (número de 
condición), que se debe a la diferencia enorme entre transporte paralelo y perpendicular. 
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Sea el problema lineal de avance tal que: 

d ' Ci{t) ' 
. Ce(t) 

dt 

ío 

Mü Mu 

M e , Me, 

Ci{t) 
Ce(t) 

El problema del estacionario: 

es equivalente a: 

d 
. C e 

dt 

' Mü Mie ' 
_ Mei Mee . 

— f 
— L-

"c*° 
. c¡° 

0. 

Apliquemos, para alcanzar la solución, un Euler inverso con pasos temporales 
diferentes para iones y electrones: 

^<ío+Aí¿ 

(jt0+Ate 

c¡° 
ct° 

&UMÜ 

AíeM.. 

Al llegar a un estacionario se cumple que 

C*° 
Cf° 

ryto+Ati 

Qto+Ate 

AUMu 
AL Me, 

Ce 

^<ío+Aí¿ 

(jt0+Ate 

y el Euler inverso da como resultado 

AttMü AttMte 

AL Me, AL Me, Ce 
o, 

que simplificando los factores Ai es equivalente a resolver el problema esta­
cionario. La demostración para el caso no lineal es equivalente, pero sustitu­
yendo las matrices por operadores. La dinámica obtenida aplicando distintos 
pasos de tiempo no será la correcta pero, como se argumentaba al principio 
de este apartado, esto no es un problema para obtener estados estacionarios. 

4.2. Estados estacionarios 

Ya se ha comentado que en las primeras aplicaciones del código sólo se 
han buscado estados estacionarios, y que se utiliza el avance temporal im­
plícito como método para alcanzarlos. Se podría pensar que esto no es lo más 
adecuado y que, para problemas lineales, sería mejor invertir la matriz del 
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sistema correspondiente a dt = 0. No obstante, como también se ha comen­
tado, el número de condición de la matriz es grande y eso significa una mala 
convergencia debido a la existencia de autovalores muy pequeños. Incluso se 
puede dar en determinadas circunstancias la existencia de autovalores nulos 
que deben ser eliminados antes de la resolución del sistema. Es cierto que tal 
vez se pueda encontrar un método más eficiente, pero el uso de la evolución 
temporal para alcanzar soluciones estacionarias ofrece buenas características 
de convergencia sin introducir componentes asociadas a autovalores nulos 
siempre que no existan en la condición inicial (normalmente nula), además 
de poder abordar problemas con cierto carácter no lineal sin demasiados pro­
blemas. En un futuro podrían estudiarse técnicas más complejas en las que 
intervenga la descomposición espectral de la matriz y un estudio exhaustivo 
de la misma, o bien métodos iterativos tipo GMRES6 [16] que garantizan la 
solución de mínimo residuo. 

5. Mallado 

Como se comentó en la sección (2), el método sufre de cierta difusividad 
numérica que, si bien se reduce a medida que se incrementa el orden de las 
bases, sigue existiendo. Una propiedad de la difusividad numérica es que si 
la malla está orientada en la dirección de la velocidad, no existe difusividad 
numérica en las direcciones ortogonales. Veamos un ejemplo en el plano 2D 
para aclararlo: 

Malla incorrectamente orientada Si la velocidad de convección en la 
dirección coordenada mediante x es mucho más intensa que la existente en 
la y, el que la malla consista en cuadrados orientados incorrectamente en el 
plano x-y (figura 5, dcha.) implica un acoplamiento de las difusividades. Esto 
quiere decir que la convección asociada a la velocidad en el eje i v a a generar 
una difusividad numérica en ambos ejes, pues si la malla no está correctamen­
te orientada relativa al vector velocidad de convección, la convección en una 
dirección implica difusividad en todas las direcciones. Considerando que la 
convección es dominante en la dirección x, el efecto de la difusividad numéri­
ca en esa dirección es comparativamente despreciable. Pero esta difusividad 
pequeña con respecto a la velocidad en el eje x puede originar un transporte 
grande comparado con la convección debida a la velocidad física en el eje y. 
Esto implica que la difusividad cruzada, la generada por la convección en el 
eje x pero sufrida en el eje y, es comparable a la convección en el eje y. La 

6Método generalizado de residuos mínimos. 
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Malla orientada: Malla no orientada: 
baja difusividad numérica cruzada alta difusividad numérica cruzada 

Figura 5: Ejemplo de malla bidimensional orientada correctamente: mínima 
difusividad numérica (izquierda); y orientada incorrectamente: alta difusivi­
dad numérica cruzada (derecha). Se simboliza con flechas la desproporción 
entre las velocidades de convección en cada eje. 

dinámica en el eje y resulta falseada por el método numérico. 

Malla correctamente orientada Por otro lado, si la malla está correcta­
mente orientada (figura 5, izda.), la componente de velocidad vx generará di­
fusividad numérica en el eje x pero no en el eje y, puesto que la orientación 
correcta de los elementos de malla evita el acoplamiento de difusividades. 
Esto implica que, aunque las velocidades vx y vy sean muy diferentes, no va 
a haber un acoplamiento numérico entre ellas que impida el estudio de la 
dinámica más lenta. 

El efecto de la orientación se puede apreciar en la simulación bidimensio­
nal llevada a cabo mediante SDM en la figura 6. En ella se integra la ecuación 
dtf = V • (/v) donde el campo v es de módulo constante y sigue la direc­
ción vertical con un pequeño rizado horizontal. Las condiciones de contorno 
son periódicas. Inicialmente se tiene una distribución de la densidad como la 
mostrada en el panel izquierdo. Para exagerar la difusividad numérica se ha 
usado orden 1 (el orden más bajo) para describir / en cada celda, es decir, 
/ es constante dentro de cada celda. Conforme avanza t, la distribución se 
mueve hacia arriba en la figura siguiendo las líneas de v. El panel del medio 
muestra un tiempo posterior en el que la distribución está "saliendo" por 
arriba y "entrando" por abajo. Ya se aprecia que la distribución inicial ha 
variado su forma debido a la difusividad numérica -pues la ecuación que se 
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Figura 6: Evolución temporal (de izquierda a derecha) de la convección en 
una malla correctamente orientada con respecto a la velocidad. La condición 
inicial es una gaussiana y la velocidad se ha tomado en el eje y (vertical) 
con un ligero rizado en el x (horizontal). La difusividad paralela provoca la 
homogeneización a lo largo de las líneas de flujo, pero no en la dirección 
perpendicular, ya que la malla sigue las líneas de flujo. 

integra sólo daría lugar a un desplazamiento de la distribución inicial. Al ca­
bo de suficientes iteraciones, la distribución inicial se ha difundido siguiendo 
la malla a lo largo de la dirección paralela, pero no de la perpendicular. 

Todo lo anterior encuentra su sentido cuando hablamos del problema del 
transporte, donde la componente radial es mucho menor que la paralela, y 
hay que tener cuidado con que no existan artefactos numéricos que acoplen 
ambos transportes y contaminen la solución física. Para evitarlos sería de­
seable tener una malla orientada según la convección intensa. En nuestro 
problema este aspecto queda bien definido, especialmente en la aproxima­
ción de pequeño radio de Larmor inherente a las ecuaciones que se desea 
resolver [1]: la convección intensa se encuentra en las superficies magnéticas, 
donde habita el transporte paralelo. Al mismo tiempo, el SDM requiere que 
las mallas sean corformes, es decir, que los nodos de los elementos coincidan 
entre sí (figura 7). Para cumplir estos dos requisitos (mallas orientadas y 
conformes) se ha implementado un software gráfico que ayuda a generar las 
mallas correspondientes a una geometría magnética dada. Esta parte aneja 
al código es crucial para convertirlo en una herramienta útil en cualquier 
geometría toroidal: el software de mallado hace de puente entre la solución 
numérica de la ecuación cinética y la máquina de confinamiento magnético 
cuyo plasma se desea estudiar. Las figuras que siguen se basan en la geo­
metría magnética del Heliac TJ-II e ilustran la potencia del software para 
adaptarse a una geometría compleja. El proceso de generación de mallas es 
el siguiente: 
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Nodos 

' "I—Elementos 

* • • • 

Malla Conforme Malla No Conforme 

Figura 7: Diferencia entre mallas conformes y no conformes. 

Numero planos 1 superf -: 

«>tti log 
Supefficle/Plano Actual: ¡ 

ri"" 
|].004^j 

Planos a visuall «1 
Superficies a visualizar: 

rani 
Coordenadas: 

T Cllindr r Helio 

Cntral: 

P Modificar 

r Posición 3D 

C Posición ZD 

^ l p : m ~ 

[ni"**" 
l í Ajuste a su policies 

Figura 8: Seguimiento de línea de campo. A la izquierda visión 3D, a la 
derecha sección de Poincaré para un corte toroidal (p dado. 
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1. El usuario debe facilitar una función que defina el campo magnético 
a partir de un punto espacial (x,y,z). Su cálculo es independiente del 
software y puede ser analítico o mediante interpolación en una malla 
precalculada. 

2. A partir del campo magnético, se toma un punto del espacio selecciona­
do por el usuario manualmente y se sigue la línea de campo durante un 
número de vueltas al toro (obviamente la máquina debe ser topológica-
mente un toro). El usuario es el encargado de encontrar una superficie 
magnética cuya transformada rotacional sea un número racional, es de­
cir, que tras dar k vueltas al toro se cierre sobre sí misma la curva. Esta 
labor no se ha automatizado porque en el caso de campos magnéticos 
no analíticos, obtenidos mediante interpolación en una malla precalcu­
lada, el cierre de la línea de campo tras k vueltas puede tener varias 
soluciones, o incluso no ocurrir de forma exacta. El usuario es el en­
cargado de juzgar si el cierre es suficientemente correcto o no (figura 
8). 

3. De las anteriores trayectorias en superficies racionales de la transfor­
mada rotacional, el software tomará los puntos de corte de la línea de 
campo con el plano definido por un ángulo toroidal (p constante (esto 
es el diagrama de Poincaré). Dichos puntos se usarán como nodos en 
una interpolación trigonométrica del tipo: 

r = 2_^ M sin(27acu) + \_, ~B% cos(27acu) (6) 
i i 

que servirá para definir un corte de la superficie magnética en dicho 
plano de (p. Lo mismo se repite para diferentes planos y así obtener 
secciones de la superficie magnética (figura 9). 

4. El mismo proceso de encontrar una superficie racional se repite en 
tantas superficies como coronas radiales se requieran para caracteri­
zar correctamente la máquina o los gradientes del problema. 

5. Una vez obtenidas las superficies magnéticas de forma aproximada, se 
establecerá el número de elementos de malla que queremos. Para ello, 
cada corona se rellenará con N x M elementos en ambas direcciones 
poloidal y toroidal. Puesto que previamente se conocen los puntos que 
definen la superficie magnética, es fácil obtener los nodos de los ele­
mentos de la malla (figura 10). 
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Figura 9: Ejemplo sencillo en el que se ve cómo se realiza la interpolación 
trigonométrica en un plano de </> concreto (en gris) a partir de pocos puntos 
obtenidos mediante seguimiento de la línea de campo (en rojo). 

6. Además, el código es flexible a la hora de añadir una transformada 
rotacional a los elementos y permitir que la malla siga siendo confor­
me. Veamos esto con más detalle: si los elementos de malla siguieran el 
campo magnético de forma exacta, al dar una vuelta toroidal no coin­
cidirían con ninguno de los nodos de partida, salvo que la transformada 
rotacional del plasma fuese constante y del valor racional apropiado. 
Esto daría una malla no conforme. Lo que hace el software es obviar 
la transformada rotacional del campo magnético y generar una trans­
formada rotacional constante para todos los elementos de malla lo más 
cercana posible a la del plasma (figura 11). Por así decirlo, la "cizalla 
magnética" del mallado es prácticamente nula. 

El resultado es una malla correctamente orientada en la dirección radial 
(es decir, no hay acoplo entre transporte radial y paralelo) y que sigue apro­
ximadamente las líneas de campo magnético. El hecho de que la malla no 
tenga exactamente la misma transformada rotacional que las líneas de campo 
magnético no significa que el cálculo sea erróneo o mal aproximado, ya que 
posteriormente la convección se efectuará con el campo magnético real: la 
malla es independiente de la simulación, salvo por la cuestión de la difusivi-
dad numérica. Se podría decir que las coordenadas locales de los elementos 
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Figura 10: Proceso de mallado. En gris se observan secciones para un plano 
de (p concreto de las diferentes superficies magnéticas. Igualmente se puede 
apreciar el mallado de la corona exterior. 

de malla son "casi-magnéticas" (figura 11). Obsérvese que si tenemos una ci­
zalla magnética alta, como sucede normalmente con los campos magnéticos 
de tokamak, el mallado no será paralelo al campo magnético en la mayoría 
de las coronas radiales, pero se seguirá preservando el requisito de que la 
convección intensa permanezca en las superficies de flujo. 

Puesto que la geometría magnética se ha obtenido por medio de polino­
mios de interpolación trigonométrica (Ec. 6) que son analíticos, dicha geo­
metría puede usarse para obtener los jacobianos de la transformación de 
coordenadas globales a coordenadas locales en cada elemento, requeridos por 
el SDM. 

El resultado de todo esto son mallas como las mostradas en las figuras 12 
y 13. 

6. Paralelización 

Aunque la distribución del cálculo en distintos procesadores no es en este 
código tan clara como, por ejemplo, en los códigos Monte-Cario, se han pre­
visto esquemas de paralelización con objeto de aprovechar bien los recursos 
de hardware. La paralelización del código depende del algoritmo de integra-
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