Informes Técnicos Ciemat 1181
Noviembre, 2009

Calculo Numérico del Transporte
mediante la Ecuacion Cinética de
Deriva para Plasmas en Geometria
Magnética Toroidal:

Convergencia y Comprobaciones

J.M. Reynolds
D. Lopez-Bruna

Laboratorio Nacional de Fusion






Toda correspondencia en relacién con este trabajo debe dirigirse al Servicio de In-
formacion y Documentacion, Centro de Investigaciones Energéticas, Medioambientales y
Tecnoldgicas, Ciudad Universitaria, 28040-MADRID, ESPANA.

Las solicitudes de ejemplares deben dirigirse a este mismo Servicio.

Los descriptores se han seleccionado del Thesauro del DOE para describir las ma-
terias que contiene este informe con vistas a su recuperacién. La catalogacién se ha hecho
utilizando el documento DOE/TIC-4602 (Rev. 1) Descriptive Cataloguing On-Line, y la cla-
sificacion de acuerdo con el documento DOE/TIC.4584-R7 Subject Categories and Scope
publicados por el Office of Scientific and Technical Information del Departamento de Energia
de los Estados Unidos.

Se autoriza la reproduccion de los resimenes analiticos que aparecen en esta pu-
blicacion.

Catéalogo general de publicaciones oficiales
http://www.060.es

Depésito Legal: M -14226-1995
ISSN: 1135 - 9420
NIPO: 471-09-058-7

Editorial CIEMAT



CLASIFICACION DOE Y DESCRIPTORES

S70
NUMERICAL DATA; CALCULATION METHODS; TOROIDAL CONFIGURATION;

KINETIC EQUATIONS; PLASMA; TRANSPORT; GEOMETRY; IONS; ELECTRONS



Célculo Numérico del Transporte mediante la
Ecuacién Cinética de Deriva para Plasmas en Geometria Magnética
Toroidal: Convergencia y Comprobaciones

Reynolds, J. M; Lépez-Bruna, D.
43 pp. 18 fig. 18 refs.

Resumen:

Este es el tercero de una serie de informes [Informes Técnicos Ciemat

1165y 1172] sobre el desarrollo de un nuevo codigo numérico para resolver la ecuacion cinética del centro guia
de iones y electrones en plamas toroidales. Ahora se preparan dos mallas de céalculo correspondientes a tokamak
axisimétrico y se expande la ecuacion cinética para identificar los términos tipicos de la teoria neoclasica --el
primer orden en una expansion por radio de Larmor-- y reducir ahi los célculos. Usando perfiles modelo de
densidad y temperatura en el plasma, se hacen pruebas de convergencia en funcion de las mallas de calculo y
de las expansiones de la funcion de distribucion; y se compara con los resultados tedricos [Hinton y Hazeltine,
Rev. Mod. Phys. (1976)].

Numerical Calculation of Transport Based
on the Drift-Kinetic Equation for Plasmas in General Toroidal Magnetic
Geometry: Convergence and Testing

Reynolds, J. M; Lépez-Bruna, D.
43 pp. 18 fig. 18 refs.

Abstract:

This report is the third of a series [Informes Técnicos Ciemat 1165 y 1172] devoted to the development of a new
numerical code to solve the guiding center equation for electrons and ions in toroidal plamas. Two calculation
meshes corresponding to axisymetric tokamaks are now prepared and the kinetic equation is expanded so the
standard terms of neoclassical theory --first order terms in the Larmor radius

expansion-- can be identified, restricting the calculations correspondingly.

Using model density and temperature profiles for the plasma, several convergence test are performed depending
on the calculation meshes and the expansions of the distribution function; then the results are compared with the
theory [Hinton and Hazeltine, Rev. Mod. Phys. (1976)].
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Resumen

Este es el tercero de una serie de informes [Informes Técnicos Cie-
mat 1165 y 1172] sobre el desarrollo de un nuevo c6digo numérico para
resolver la ecuacion cinética del centro guia de iones y electrones en
plamas toroidales. Ahora se preparan dos mallas de célculo correspon-
dientes a tokamak axisimétrico y se expande la ecuacién cinética para
identificar los términos tipicos de la teoria neoclasica —el primer or-
den en una expansién por radio de Larmor— y reducir ahi los cédlculos.
Usando perfiles modelo de densidad y temperatura en el plasma, se
hacen pruebas de convergencia en funcién de las mallas de cédlculo y
de las expansiones de la funcién de distribucion; y se compara con los
resultados teéricos [Hinton y Hazeltine, Rev. Mod. Phys. (1976)].

1. Introduccion

En informes anteriores hemos introducido el fundamento tedrico [1] y los
aspectos numéricos [2] de un cédigo de transporte basado en la ecuacién
cinética de deriva. Procede ahora presentar los primeros estudios de conver-
gencia y hacer comparaciones con la teoria. Lo tltimo es dificil y poco conclu-
yente si no se acude a los supuestos mas sencillos. En el caso del cédigo que
nos ocupa, concebido para estudiar plasmas confinados magnéticamente en
geometria toroidal general, tales supuestos corresponden al transporte neo-
clasico en campos axisimétricos de tokamak con seccion transversal circular.
Como corresponde a un cédigo numérico de gran complejidad, sus resultados



habran de ser revisados criticamente de manera continuada. Con este informe
establecemos la base de posteriores comprobaciones.

En lo que sigue empezaremos describiendo las condiciones de las simu-
laciones numéricas (seccién 2) y haremos explicitos los términos de com-
paracion con la teoria (seccién 3), para pasar a estudiar la convergencia en
funcién de la precision espacial y en espacio de velocidades del c6digo (seccién
4). Acabaremos con el objetivo propuesto, comparar resultados numéricos y
tedricos (seccién 5) en las condiciones previamente descritas, aparte de con
una breve conclusién.

2. Condiciones de trabajo

2.1. Geometrias magnéticas

Como se apuntaba en la Introduccién, para poder efectuar las primeras
comparaciones es fundamental reducir el estudio a una geometria magnética
sencilla. La parte de este informe dedicada a la comparacién con los mo-
delos tedricos de transporte colisional se basa en dos modelos de tokamak
con simetria axial que denominamos simplemente Tokamak-I y Tokamak-II
(abreviados T-1 y T-II respectivamente), cuya diferencia esencial es que T-II
es de seccién circular. La mayoria de las simulaciones se efectuaran con T-II
por su sencillez, si bien T-I se comporta de forma muy parecida.

En los tokamak, el confinamiento se debe al campo magnético generado
externamente por bobinas junto al campo asociado a la corriente del propio
plasma. Este ultimo es necesario para que haya una transformada rotacio-
nal', sin la que el confinamiento es imposible en geometria toroidal. Gran
parte de dicha corriente procede de la fuerza electromotriz inducida desde el
exterior mediante variacion del flujo magnético, si bien la llamada corriente
de bootstrap [3], generada por el propio plasma, puede proveer un porcen-
taje considerable de la corriente necesaria [4]. El tokamak opera en torno a
un equilibrio magnetohidrodindmico (MHD) en el que los campos magnéti-
cos externos e internos son consistentes con la presiéon del plasma. En las
condiciones relevantes para este trabajo podemos usar las ecuaciones de la
MHD ideal con flujos de plasma nulos: Vp = J x B, de manera que la fuerza
termodinamica debida al gradiente de la presion, p, y la fuerza de Lorentz
expresada colectivamente a través de la densidad de corriente del plasma,
J, v el campo magnético B, deben estar equilibradas. Aqui vemos que la

I En la literatura sobre tokamak es comun usar su inversa, el llamado factor de se-
guridad, q, una funcién dependiente de la superficie de flujo que relaciona la intensidad
promedio de los campos toroidal y poloidal en ella. Lo usaremos més adelante.



propia presién puede servir de coordenada “radial”, pues normalmente dis-
minuye monotonamente desde el centro del plasma y el campo magnético es
perpendicular a Vp. Por este motivo, pueden de igual manera usarse otras
coordenadas radiales ¢ tales que p = p(v). Las otras dos ecuaciones en las
que se basa la MHD ideal son V x B = poJ y V- B = 0 (puede consultarse
el articulo recopilatorio [5]).

Considerando un radio cilindrico R referido al eje mayor del toro, es
sabido que el equilibrio MHD es solucién a la denominada ecuacion de Grad-
Shafranov (Ec. 7.10 en [6] y [7]),

2 Vo o pdp o dl
RV'(@)— MoRd¢ Id@b’ (1)

donde I = (%)) es una funcién relacionada con la corriente poloidal del
plasma, 1 es la funcién poloidal (equivalente al flujo magnético poloidal, ¥,
dividido por 27 y que més adelante se usard como coordenada pseudorradial)
v po es la permeabilidad magnética del vacio.

Es sabido que la Ec. 1 presenta algunos casos limite sencillos, por ejem-
plo cuando dp/dv y dI/de son proporcionales a ¢ (si la presion del plasma
es suficientemente baja). Nos basaremos en esto para construir geometrias
magnéticas consistentes con un equilibrio MHD, como se hace a menudo
en la teoria del transporte neoclasico. Obsérvese que el operador del miem-
bro izquierdo de la Ec. 1 involucra derivadas con respecto a la coordenada

cilindrica z,
Vi o (1Y 0%
2 . - — - - -
RV (1-22) oR (R@R)+8z2'

La solucién a la ecuacién de Grad—Shafranov es la funcién ¢ (R, z) mediante
la cual puede construirse el campo magnético axisimétrico B compatible con
la condicién de equilibrio Vp = J x By, como vemos (Ec. 1), el equilibrio
bidimensional (axisimétrico) depende de los perfiles de presién y corriente
poloidal —condiciones de contorno aparte—, que pueden en principio tomarse
como grados de libertad independientes.

2.1.1. Tokamak I (T-I)

Si en el volumen del plasma dI/dy y dp/di son constantes, se tiene uno
de los pocos casos en los que la Ec. 1 puede resolverse analiticamente. Con
estos supuestos, la funcién poloidal solucién es (Ec. 7.11 en [6]),

_wpol_ 1 / _@ 2 p2)2 2_2 2 p2
V=g = @y Y Bolv_Ré (R = R} + 45 (R* - K;)
R2 (R2_R2)2
—TR§<R2111R—(2)—(R2—R3)—72R30 )} (2)
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donde Ry es el radio mayor del plasma y 1 es una constante que define la
magnitud de ¢. También hemos usado la relacién

1
¢p01=/ B.dS=_— B VodV.
sup. poloidal 27

volumen

Las constantes R,, F y T caracterizan las superficies de flujo. En concreto
para este ejemplo vamos a tomar 7 = 0, es decir, un plasma cuyas secciones
toroidales para las superficies magnéticas tienden a ser elipses concéntricas
conforme ¥y — 0 (cuando E = 1/2 estas secciones tienden a circulares).
Tomaremos también R, = 0, pues esta constante viene a ser la posicion
radial donde empieza la region de superficies anidadas. La funcién poloidal
se puede expresar entonces como

Yo 2 22 2 2
V= | (B R+ . g
En la figura 1 vemos los contornos de 1 que corresponden a esta ecuacién
usando parametros que encontraremos luego.

Cerca del eje magnético (R — Ry y z — 0), la Ec. 3 se puede aproximar
por

p=12 (- R+ ), (4)

R2 4F?
donde se ve mas claramente que las secciones en el plano toroidal son elipses
cuya relacion de ejes depende de E. Si, ademds, F = 1/2, la funcién de
flujo poloidal puede expresarse sencillamente en funcién del radio menor del

toroide, p = /(R — Ro)? + 2%

¥ = ]ﬁ—%pi (5)

de manera que el radio geométrico p sirve también como coordenada para las
superficies magnéticas. La condicion de “proximidad al eje magnético” puede
interpretarse como una condicién de alta relacién de aspecto, A = Rg/p > 1.
Una vez obtenida una geometria para las superficies de flujo, o funciones
(R, z), vamos a construir el campo magnético que usaremos en los célculos.
En términos generales, un campo magnético axisimétrico puede expresarse
segun sus componentes a lo largo de la direccién de simetria (tal que 9, = 0);
y perpendicular a ella, pero a su vez perpendicular a las superficies de flujo.
Por ejemplo, puede demostrarse facilmente que es vélida la relaciéon (Ec. 7.2

en [6]),
B=14)Vyp+ Ve x Vi =Br+ Bp, (6)
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Figura 1: Solucién analitica Ec. 3 a la ecuacion de Grad-Shafranov. Se mues-
tran los ejes de las coordenadas R y z en perspectiva, con v en la dimension
vertical. Ry = 2,8, ¢ = 0,525, £ = 1/2.



donde el primer sumando es la componente toroidal (paralela al vector unita-
rio toroidal RV ) y el segundo la poloidal. Como vemos, en esta formulacion
la componente toroidal |By| = By = I/R depende de la corriente poloidal
que, en la geometria magnética que estamos usando, puede ser constante y
el campo toroidal varia ~ 1/R.

Calculemos explicitamente las componentes del campo. En coordenadas
cartesianas, se tiene:

1 Yy
B\

Obsérvese que el angulo estd definido en sentido contrario al habitual en
coordenadas cilindricas, lo que se hace para que la base del sistema de coorde-
nadas toroidales, {V1), VO, V}, forme un triedro a derechas? en cada punto
del plasma. Con ello, y calculando el gradiente de ¥ dado por la Ec. 3, el
campo magnético Ec. 6 tiene por componentes

I Yy
Br =IVp=— | — |, (7)
0
_ E?2
9 xz/
Bp = Vo x Vi) = % —yz/E?
0

22/E? + 2(R? — R2)

Particularizando al caso E = 1/2, tenemos el campo poloidal

—xz
Bp = 8?@540 —yz : (8)
0 \ 22+ (R*—R2)/2

Sélo queda adoptar unas constantes Ry, 1)y e I. En el caso de Ry, y puesto
que haremos comparaciones con el trabajo [8], adoptamos ya Ry = 2,8 m
considerando que los plasmas tienen una relacion de aspecto A = 3. En
cuanto a Yy e I, nos basaremos en definir el valor de parametros tipicos,
como el propio radio mayor Ry y el factor de seguridad ¢. Nuevamente,
compararemos con la Ref. [8] tomando ¢ = 2. Puesto que basta con tener
valores razonablemente consistentes, vamos a basarnos en las relaciones que
se encuentran en el limite de secciones circulares de las superficies de flujo.

2 Aqui no haremos uso explicito del llamado dngulo poloidal 0, pero el convenio de signo
para definir ¢ responde a, como se ha dicho, tener el triedro orientado convencionalmente.
No siempre se hace asi (véase [5], p. 828).



Recordemos que el flujo toroidal se define como

1
¢tor:/ B-dS=— BV(pdV
sup.toroidal 27 volumen

Siguiendo la notacién dada en [9] definimos la funcién de flujo toroidal como
¢ = ¢Pror, donde no se divide por 27w como hemos hecho con el flujo poloidal.
Esta magnitud, en el limite de alta relaciéon de aspecto, permite definir una
coordenada radial p efectiva equivalente al radio menor de un toro de seccion
circular (Ec. 5.35 en [9]),

o= BT07T02> (9)

donde Brpg es un valor representativo del campo magnetico toroidal, normal-
mente el valor en el eje magnético. En nuestro caso

I

Bro= —
T0 RO

(10)

con [ constante.
Definamos también el campo magnético poloidal efectivo asociado a cada
superficie magnética (Ec. 5.36 en [9]),

1 0y

Bpo(p) = ﬁoﬁ_p’ (11)

que, calculado a partir de la Ec. 5, resulta

8¢
Bpo(p) = R—gop' (12)
0
Ahora, el factor de seguridad viene dado por (Ec. 2.50 en [9])
1 d¢
- - %@ 1

que con las definiciones adoptadas para las funciones de flujo ¢ (Ec. 5) y ¢
(Ec. 9) resulta constante. Mediante la Ec. 11 obtenemos

1 9vd¢  Bro

Bpo(p) = R0 0p  qRe”

(14)

que coincide con la conocida expresién cilindrica para el factor de seguridad,

q = (p/Ro)(Bro/Bpo).
En suma, hemos obtenido un valor para 1)y en funcion del factor de segu-
ridad y el radio mayor, quedando caracterizados tanto el campo magnético
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como los flujos. Recordando que particularmente tomaremos ¢ =2, I =3y
Ry = 2,8 m, tenemos:

-A partir de (10), Brg = 1,0714 T.

-A partir de (14), Bpo = 0,1913p T.

-A partir de (12), 1 = 0,5250 Wb.

Con esto se tienen todos los pardmetros necesarios para caracterizar tanto
la coordenada radial p y los flujos ¢ y ¥ como B y sus derivadas. Insistimos en
que el objetivo de este apartado es definir una geometria magnética semejante
a las que suelen usarse para hacer aproximaciones neoclasicas al transporte
en los tokamak.

2.1.2. Tokamak IT (T-II)

En este caso se va a usar un campo simplificado pero con las mismas
propiedades que el extraido de un equilibrio MHD axisimétrico. De hecho,
las ecuaciones que siguen son el caso anterior en el limite de gran relacion
de aspecto, en el cual R =~ Ry; es decir, las que resultan de considerar que
la funcién de flujo poloidal es la Ec. 5, ¢ = 44hyp®/R%. Volviendo a la ex-
presion general Ec. 6 y calculando los gradientes con esta funciéon poloidal
simplificada, resulta

zx/ R
Bp = 8% zy/ R? )
0\ —(R—Ry)/R
cuyo modulo es
8tbo p
Bp =2 15

de acuerdo con el campo efectivo Ec. 11. Este campo poloidal puede expre-
sarse (Ec. 5.37 en [9]) como
R
Bp IUQ—OBPO (16)
R
siendo 1y el vector unitario en la direccién poloidal (es decir, dentro de las
superficies magnéticas y ortogonal a la coordenada toroidal) y
1 oY o

Bpo(p) = Rodp Sﬁgﬂ-

El campo toroidal es idéntico al anterior (Ec. 7):

I Y
0



Ahora se pueden obtener analiticamente las cantidades

1
BzﬂBh:EJP+J@«R—R@1+Z%

2(—1? + K2(RyR — R — 7?)

1
VB = ) y(—1* + K*(RyR — R3 — Z?)
K2ZR?
-y
VXBIM ~

R3 0
donde, para simplificar, sustituimos K = 8/ R2.

En la geometria de T-II tomaremos los mismos parametros que para el
ejemplo T-1: ¢ = 2, I =3y Ry = 2,8 m. Pero recordemos que con T-I hemos
obtenido las relaciones entre 1), ¢ y R usando precisamente la aproximacion
de gran relacién de aspecto, de manera que las ecuaciones son las mismas
y obtenemos igualmente Brg = 1,0714 T, Bpy = 0,1913p T y ¢y = 0,5250
T/m?.

2.2. Parametros de las simulaciones

En las simulaciones que siguen se mostraran los resultados tras alcanzar
un estacionario en el que los perfiles promedio de densidad y de temperaturas
iénica y electrénica permanecen fijos. Esto se puede considerar desde otro
punto de vista pensando que, en el estacionario alcanzado, actian las fuentes
de particulas y energia necesarias para mantener esos perfiles. Los estados
estacionarios se obtienen mediante el algoritmo descrito en la Seccién 4 de
la Ref. [2], es decir, utilizando como herramienta la evolucién temporal. El
campo eléctrico radial se considera nulo por simplicidad.

Se van a estudiar varios casos, todos basados en el mismo perfil de den-
sidad

p2
n(p) = noe~ 1,
con ng = 10® m™3. Se ha tomado una densidad pequefia para obtener co-
lisionalidades suficientemente bajas. Estas se consiguen mediante perfiles de
temperatura

2
T(p) = T(]e_mv
donde las distintas colisionalidades se obtendran utilizando T, = 10, 50, 100,

150 y 200 eV. Aunque 10 eV es una temperatura demasiado baja para un
plasma de las densidades elegidas (por debajo de la energia de ionizacién),



en los estudios de convergencia y comparacion aqui realizados esto no es
importante. Estos perfiles (normalizados) de densidad y temperatura se re-
presentan en la figura 2 frente al radio normalizado.

-~ r\
S~ —
~
L.
“a ensidad
-
0,75 ~ .
-~ TN
“. \
~
~
-~ Ty
hES
0,5
~
temperatura ~
~
~
~
025 S
~
0
0 0,25 0,5 0,75

radio normalizado

Figura 2: Perfiles normalizados de densidad y temperatura utilizados en las
simulaciones.

Como parametros de las especies del plasma se toman los correspondientes
a un plasma de hidrégeno puro: la masa iénica, a menos que se indique lo
contrario, es la del protén. En los calculos se respeta la gran diferencia entre
esta masa y la electronica, que se toma segiin su valor real como se hace con
las cargas. Con todas estas elecciones de parametros y usando los perfiles
de la figura 2, las simulaciones cubren los intervalos de colisionalidad que
aparecen en la figura 3. La colisionalidad viene expresada como la inversa
del tiempo de colisién entre iones, v; = 1/7;. La atipica normalizacién por
el factor 0,93/v/2vy;, donde vy, es la velocidad térmica idnica, es necesaria
para facilitar la comparacion de nuestros resultados con los de la referencia
[8], en la que nos basaremos mds adelante. Las constantes se deben a las
distintas definiciones de la temperatura térmica y a los distintos radios medios
utilizados.

2.3. Mallas

La axisimetria de las configuraciones magnéticas simplifica notablemente
los célculos al permitir que la resolucion espacial en la coordenada toroidal se
reduzca a un solo elemento. No obstante, se ha hecho la comprobacion béasica
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Figura 3: Colisionalidades correspondientes a los diferentes perfiles de tem-
peratura estudiados.

de verificar que el esquema numérico preserva de hecho la axisimetria cuan-
do se cuenta con un numero mayor de elementos en la dimensién toroidal.
Los resultados que siguen se basan en calculos realizados en un cuadrante
del toro, el cual se describe mediante un tnico elemento para cada division
radial y poloidal. Habida cuenta de este detalle, para hacer pruebas de con-
vergencia con la malla de cédlculo en los “dispositivos” T-1 y T-II usaremos
los siguientes mallados espaciales. En primer lugar, se estudian tres mallas
para la geometria T-1II (todas ellas van de p =0 a p = 1 m, ver figura 4):

1. La primera (a partir de ahora G1) estd compuesta por 6 coronas en la
direccién radial y 8 elementos poloidales en cada corona radial.

2. La segunda malla (G2) consta también de 6 coronas en la direccién
radial pero 16 elementos poloidales en cada corona radial.

3. La malla G3 consta de 8 coronas y 16 elementos poloidales por corona.

Hemos dispuesto dos mallas adicionales (figura 5) que serviran para hacer
calculos a mayor relacion de aspecto. Limitando la coordenada p maxima a
p = 0,7 m pero con el mismo radio mayor, se tienen casos con relacién de
aspecto mayor —y, en particular, semejantes a los usados en la Ref. [8]—, maés
apropiados para hacer comparaciones con la teoria. Entonces definimos:

1. Malla G4 con 6 coronas y 8 elementos por corona.

11



Figura 4: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, seccion de las mallas
G1, G2 y G3 (geometria T-II hasta p = 1 m).
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2. Malla G5 con 6 coronas y 16 elementos por corona.

Figura 5: Seccion de las mallas G4 (izquierda) y G5 (derecha) en la geometria
T-1T hasta p = 0,7 m.

Finalmente, para los estudios con el campo mas complejo T-I se usara la
malla G6 representada en la figura 6. Como vemos, la resolucién radial es
semejante a la de G4 o G5.

3. Reduccion de las ecuaciones a los supues-
tos de la teoria

En un informe anterior se obtuvieron las ecuaciones dindamicas de las di-
ferentes especies (ver Sec. 2 en la Ref. [1]) que el cddigo de transporte debe
resolver. Pero el propdsito aqui es realizar comparaciones con modelos tedri-
cos que funcionan en condiciones mas restringidas, motivo por el que hemos
desarrollado los campos magnéticos y mallas anteriores. Ahora, ademds, va-
mos a linealizar las ecuaciones cinéticas para que el codigo haga calculos
comparables con las aproximaciones tipicas de la teoria.

Un aspecto fundamental en la teoria cinética es la solucién al estado de
equilibrio en torno a la cual se plantean los desarrollos perturbativos. Recor-
demos que suele contemplarse la circunstancia de campo magnético fuerte,
por la que el radio de Larmor, py,, de las particulas es pequeno frente a las
dimensiones macroscépicas del sistema, Ly. Ya hemos aprovechado esto al
usar la ecuacién cinética de deriva, asi que estamos en circunstancias en las

13



Figura 6: Seccién de la malla G6 en la geometria T-1. Corresponde a los
mismos parametros de la figura 1.

que € = p, /Ly < 1 0, equivalentemente, w; /€2, ~ € < 1, donde la frecuencia
de transito es el cociente entre la velocidad térmica y la longitud caracteristi-
ca del sistema, wy = v;/Ly = /2T /m/Lyg, mientras que 2 ~ v;/pp es la
frecuencia de Larmor. Ahora, considerando una expansion de la funcion de
distribucion para la especie a, f,, en potencias de ¢,

fa = kaa; fka = O(Ek)a
k

sabemos [9] que el orden cero fy, corresponde a una maxwelliana y que los
flujos de orden cero son nulos. En otras palabras: para comparar los flujos
de nuestra ecuacion cinética con los que se obtienen como minimo en la
teoria, podemos hacer la evolucién de la ecuacion que corresponde al primer
orden, f;. Como primer paso vamos a extraer “la parte de orden cero” en
nuestra formulacién de la ecuacion cinética para comprobar que se obtiene
ciertamente la ecuacién cuya solucién estacionaria es una maxwelliana.
Recordemos la Ec. 2.12 de la Ref. [1],

Oa +g-V(f (x, 3 A))+%L‘l<x’5’k) +%L"<X’5’A) =Cap, (17)
ot | dt G\ it 93 a on "
donde definimos coordenadas = v*/v} y A = v} /v en el espacio de velocida-
des. La cantidad v; es una velocidad de normalizacién cuyo valor es siempre
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préximo a la velocidad térmica /27 /m, motivo por el que en lo que sigue
no haremos distincién entre una y otra. Cuando sea necesario, anadiremos
un subindice para referirnos a la velocidad térmica de una especie dada de
particulas.

Las derivas son (Ec. 2.18 de la Ref. [1])

I et vestub
Vi—=— =YV VvV —
d dz E VB T U
ExB  mv2p(1+)\?)
e —- B x VB + v;1/3)b (18)
y los términos de aceleracién son (Ecs. 2.21 y 2.22 de la Ref. [1])
dp 2q B+ X2 29
& _ E=|"—""BxVB+—3Y2\b| -E 19
dt  mo} v [ B3 VBT mvtﬁ (19)
' dx 12 2
- q
— = | —E - In B
at 29 ¢ <mv3 v in )
1— )\ B x VB 2q 1
_ E— 2p .
= [()\ i + N b) E—-v3/“b-VInB|. (20)
Estos tltimos se obtienen suponiendo que el momento magnético
p=mv? /2B (21)

es constante. Recordemos que b = B/B.

Para cada especie, electrones o iones, podemos evaluar la importancia
relativa entre sumandos de la Ec. 17 segin e. Por ejemplo, la deriva |vyp| ~
(m/2q)(v?/BLg) ~ v}/LyQ ~ evy. En cuanto a la deriva eléctrica v,
podemos suponer que el potencial electrostatico es ¢ = ), _, ¢y siendo ¢y ~
e® v ¢o ~ T/q de manera que, en el orden inferior, |vg| ~ E/B ~ ¢o/LyB ~
T/eBLy ~ wyy/Qp ~ ev, como la deriva vyp. Sin embargo, la velocidad
paralela es v ~ v;, de manera que se trata del término dominante en la
conveccién. En cuanto a las aceleraciones (Ecs. 19 y 20), observamos que
ambas son proporcionales a v, de manera que un analisis semejante permite
sacar los términos dominantes. En la Ec. 19 vemos que sélo puede ser de
orden cero el término relacionado con el campo eléctrico paralelo, E-b = £,
en tanto éste tenga la suficiente magnitud,

2q
muv?

2
vb-E= %6”2)\5“
t
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mientras que en la Ec. 20, ademds, tenemos la contribucién de la convec-
cion paralela, que hace que las particulas exploren con mucha rapidez las
heterogeneidades del campo magnético por la superficies de flujo,

1 — 2
(1-)—L__F - 2A

Y 5Y%ub - Vin B.
t

Teniendo en cuenta los términos anteriores y escindiendo el campo para-
lelo en términos de orden cero y uno, £y = Ejo + Ej1, la ecuacién cinética
Ec. 17 en orden cero para la especie a debe cumplir:

2¢a da
Orfoa + v b -V fou + —— 51/2>\85an + (1 — )\2)W8Af0a] Ejo
——5 3" 0ab - V10 BOx fou = Y C(foa, fon). (22)
b

Hemos aprovechado la bilinealidad del operador de colision considerando
términos de orden cero los que contienen funciones fo, v fop. El sumato-
rio en b se refiere a todas las especies presentes, incluida la a. Aqui sélo
trabajaremos con electrones y una especie ionica.

La solucién estacionaria para la Ec. 22 es una maxwelliana. Esto se
reconoce mejor expresando la ecuacién en funcién de la energia cinética,
E = (1/2)mv?* = (1/2)mv}B3, lo que haremos tomando &, u (ver Ec. 21)
como variables dindmicas en vez de 3, A. Para simplificar la notacion, sea
Toa = mu2, /2. Entonces € = Tyof3, 1t = Toa3(1—A?)/B, de donde se obtienen

las derivadas
9 — T, %:%(1_)\2)

y de ahi,
T
85 = Tode+ (1— A?)anu
Ty
(%\ - —2>\6§8u

Es importante tener presente que i es funcién de las coordenadas espaciales
a través del campo magnético, de manera que aunque usemos las mismas
coordenadas espaciales X’ = x, el gradiente en las nuevas coordenadas debe
transformarse asi:

0 ox' 0 o 0  Ou 0

/ / a
ox  oxox | oxof oxon Y TV HEan
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Para no complicar la notacién, y dado que no se cambian las coordenadas
espaciales, suprimiremos la prima en el gradiente.

Teniendo lo anterior en cuenta, basta con sustituir en la Ec. 22 para
comprobar que, tras varias cancelaciones, se obtiene

vb -V foa + QaUHEHO% = ZC(an fov)-
Oe - ’

Hagamos ahora un inciso sobre la importancia de Ej, un término que
puede deberse a la induccion de corrientes desde fuera del plasma. En la
Ref. [9] (ver ahi la Ec. 5.10) se aduce que en condiciones del plasma lejos de
producir una corriente masiva de electrones fugitivos, dicho campo es E) ~
mev/(qTe)v/me/m;, donde T, es el tiempo caracteristico de las colisiones

electronicas; de manera que en las expresiones anteriores tenemos, para los

electrones,
me 1
v Ejode ~ [ ——; (23)
m; Te
y un término considerablemente menor para los iones. Entonces, en la fisica de
plasmas para fusién por confinamiento magnético el mayor término aceptable
para el campo eléctrico paralelo es del orden de \/m./m; veces el término
colisional. En otras palabras, no puede haber una contribucién de orden cero

al campo paralelo (Ejp = 0) y la ecuacién en este orden que obtenemos es

b -V foa = ZC(an, fov), (24)
b

expresion que podemos encontrar comunmente en la literatura y cuya bien
conocida solucién es una maxwelliana (luego depende de 3 pero no de \)
siempre y cuando se pueda hablar de acoplo colisional débil entre las es-
pecies. En las Refs. [10] (véase su §6.1) y [11] (§10.5) se recuerda que el
plasma debe poderse considerar quiescente en las escalas de tiempo de la
Ec. 24 para poder asegurar que Y, C(foa, foo) = 0 con b # a. En general, la
Ec. 24 se presenta equivalentemente con el operador de colisién en la forma
C(foas foa), €s decir, considerando o bien que el plasma es isotermo o que el
acoplo colisional entre las distintas especies es lo bastante débil. En cualquier
caso, la funcién solucion —la maxwelliana— pertenece al ntucleo del operador
de colisién y depende de los parametros locales en cada superficie de flujo,
foa = foa(noa, Toa), donde 1o, = 104 (p) ¥ Toa = Toa(p) y la tinica dependencia
espacial de fy, es la coordenada radial que etiqueta las superficies de flujo
(Sec. 2): foa(x,8) = fou(p, 3). Ahora podemos volver a la Ec. 22 y reescribirla
sabiendo que d, fo, = 0. Se obtiene que en el estado estacionario

V) foa =0,
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donde V| = b-V; es decir, fy, es constante a lo largo de las lineas de campo
magnético.

El desarrollo de la funcién de distribucién (FdD) mediante polinomios
ortogonales modulando una maxwelliana explota precisamente el que esta
funcion represente un buen estado estacionario de referencia. A continuacion
consideraremos que para cualquier especie del plasma

f(pueu ¢767 )‘7t) = fO(puﬂ) +f1<p,‘9, ¢767 )‘7t) o (25>

donde f; es una funcién de orden e y donde los puntos suspensivos se refieren
a los ordenes superiores.

3.1. Ecuacién de evolucion en primer orden

Para pasar al orden siguiente vamos a reescribir entera la Ec. 17 y a iden-
tificar los términos que se cancelan segin la Ec. 22, pero antes de proceder es
necesario hacer la siguiente observacion: en la Ref. [1] se desarroll6 la ecuacién
cinética pensando en plasmas de stellarator, donde la corriente del plasma,
no siendo obligatoria para que la geometria magnética sea confinadora, es
poco importante. El campo magnético de vacio cumple V x B = 0 en la zona
de confinamiento y en esas circunstancias se pueden agrupar (ver, p.ej., [12])
las derivas por curvatura,

U2
v, = —b x (b-Vb)
Qp

y por gradiente de B,
v? Bx VB
VaradB = 58 5o
2Q, B?
en el término que nosotros hemos llamado vyp en la Ec. 18. Por otro la-
do, las comparaciones con la teoria neocldsica se van a basar en la geo-
metria y los plasmas de tokamak, en los que la corriente paralela al cam-
po magnético da lugar a la correspondiente deriva. Segun esto, deberiamos
incluir la contribucién a las derivas dada por V x B # (. Puesto que
V xb=(VxB+bxVB)/B, obtenemos la contribucién de la corriente a
la deriva por curvatura3,
muv? muv? mviB x VB
— b x(b-vb)=—! — =22
eB eB2 B3
3 Usando la identidad vectorial A x (V x B) = (VB) - A — (A - V)B, se demuestra
facilmente la relacién (V x b); = b x (b - Vb). Véase también la Ec. 3.79 en [9].

(VXB)J_+
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Maés sutil es la contribucién de la componente paralela de la corriente. En las
Ec. 3.16 y 3.17 de la Ref. [9] aparecen los términos

2 2

v Gl
vy = ﬁ(v B+ q (VX Bl =vy + v, (26)

igual que en la Ec. 12 de la Ref. [8] con cuyos célculos haremos compara-
ciones mas adelante. El término v, procede de la deriva por curvatura y
lo afiadiremos directamente a nuestras derivas. Este aparece naturalmente al
obtener la ecuacion cinética mediante transformacion a las coordenadas de
centro guia. Al respecto, es importante tener en cuenta que en la Ref. [§]
se utiliza una descripcién de ecuacién cinética (basada en la Ref. [9]) dife-
rente a la considerada en este trabajo, pues procede de un proceso distinto
de promediado al giro de Larmor. A la vista, una diferencia inmediata es
que aqui consideramos o constante mientras que en la Ref. [8] esta magni-
tud tiene evolucién temporal. Como puede comprobarse en [10] (ver Tabla
8.1 y comentarios relacionados), nuestras variables de centro guia, vj y vy,
son consecuencia de una transformacion de coordenadas que las hace un poco
distintas (por un término de orden €) de las correspondientes componentes de
la velocidad de las particulas. Por lo tanto, es importante tener presente que
nuestro momento magnético, que si se conserva en orden €, no es el momento
magnético tal como se obtendria usando la verdadera componente perpendi-
cular de la velocidad de las particulas, el cual sélo se conserva en ausencia de
campo eléctrico y si el campo magnético es homogéneo. Esta sutil diferencia
entre el significado de las coordenadas de centro guia —obtenidas mediante
una transformacion adecuada de las coordenadas del espacio de fase— y las
obtenidas mediante promedios de las velocidades microscopicas, da lugar a
diferentes formulaciones que requieren analisis e interpretaciones algo dis-
tintas, como se discute en la Ref. [13]. Otra consecuencia de las diferentes
maneras de obtener la ecuacién cinética es la presencia o no del término que
nos ocupa: la contribucién de la corriente paralela a modo de deriva paralela.
En nuestra descripcién, dicho término no aparece explicitamente por muy
grande que sea la corriente, lo que se debe a la propia definiciéon de v). En
efecto, la expresion de v en la Ec. 26 es incongruente con nuestra ecuacion
cinética y no debe aparecer. De todas formas es facil comprobar que, si el co-
ciente entre las presiones termodinamica y magnética es pequeno, Bplasma ~ €,
y la corriente paralela es del orden de la corriente perpendicular, Jy ~ J,
esta deriva paralela en la descripcién de Hinton y Hazeltine resulta ser de
segundo orden’: vy ~ (w;/Q)Lyvb -V x b = (w/Q )evy = vy

4 Tenemos b-V xb=B"2B -V x B = 1B-J/B?~ 1yVp/B? ~ Bylasma/ L ~ €.
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Continuemos con la obtencién de los términos de orden € en nuestra ecua-
cién cinética. Tenemos

Vd:VE+VVB+U||b+VJJ_:VD+/U||b+VJJ_.

Para abreviar las expresiones que resultan de las Ecs. 19 y 20 vamos a separar
la dindmica del centro guia en componentes asociadas al trasporte paralelo
(), a las derivas de orden € (D), a la deriva por la corriente (J), y al campo
eléctrico paralelo (E)). Para ello definimos:

B =0
Bp = i(VE‘l’VVB)'E:iVVB'E
To To
: q
= 2 ‘E

B TOVJJ_

: q
Omi = TuIB)

. 1— )\

>\|| = — I\ U||b~V1IlB (27)
: 1— )\

>\D = o\ (—VE'VhlB—F%VVB'E)
: 1— )2

)\J = o\ (_VJJ_'VlnB"i_%VJJ_'E)
) _ 2 q
)\E|| - (1 A )mvtﬂl/gE”’

donde podemos ver, por la Ec. 23, que BE” y ﬂD son de orden e admitiendo
un campo de orden cero —V¢g. El mismo argumento por el que vy ~ €2 da
lugar a vy, ~ €2, de donde (3, es de orden €2. Algo parecido sucede con los
términos de variacion de A: resulta un término de orden cero }‘II ~ /Ly =
wy, mientras que Ap y A g| son de orden €y \; es ~ €2. Vemos entonces que en
la aproximacién hasta orden e de la ecuacién cinética de deriva la distincion
entre tokamak y stellarator es irrelevante en lo que a derivas por corriente
respecta.

Volviendo a la ecuacion cinética Ec. 17, que reescribimos completa usando
las definiciones Ec. 27, tenemos

&gf—i- (VD+U||b+VJJ_) . Vf+

(6” + Bp + /BEH +B7)0sf + (}\|| +Ap + j\E|| + A)Ohf = ZCab (28)
b
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donde sustituimos la expansién de f (Ec. 25) para quedarnos con el primer
orden. Asi, resulta la siguiente ecuacién de evolucion para fi,:

Oifra + bV fia +vVp - Vfoa + (/BD + BE||)aﬁf0a

+(Ap + Ag))O foo + A jOrfia = Z [C(fia> foo) + C(foas f1b)] -

b

Observando que fo, < e, tenemos 9sfoa = — foa; ademds Oy fo, = 0, de
manera que la funcién f;, estacionaria debe cumplir

ub -V fia + Vo Vi — (Bo + Bey) foo + X jOrfia

Z (f1as fob) +C(foa, f11)) - (29)

De nuevo, podemos rela(:lonar esta expresion con la cominmente usada en
la literatura sin mas que volver a aplicar el cambio a las coordenadas £ y u
del espacio de velocidades. Para esto es ttil recordar que v3 = vZ3(1—\?) y
que Vu = —uV1n B. Entonces resulta la expresion

U”b . Vfla +Vp - vaa + TOa(BD + BEH)&Ean
Z (f1as fob) + C(foas f10)) »

que, sustituyendo® E| = —b - V¢, y las definiciones Ec. 27, queda

Ofou
0~V faa V0 - Vfou — 4(vD - Ty + V) o0

Z (f1as fob) +C(foa, f11)) - (30)

Hemos visto que el poten(nal electrostatico es ¢(p, 0, ¢) = ¢o(p)+b1(p, 0, ).
La componente ¢g(p) origina el campo eléctrico radial promedio, homogéneo
en las superficies de flujo, mientras que ¢;(p, €, @) es responsable de mantener
la ambipolaridad local en cada superficie. Este ltimo no suele considerarse
en los estudios tedricos [14], motivo por el que vamos a preparar nuestras
ecuaciones agrupando dentro de una nueva funcién ¢, el potencial y la FdD
de orden cero como también se hace en la Ref. [8],

J1a = fla an ¢1>

5A partir de ahora vamos a considerar que el campo eléctrico inducido es despreciable,
tanto por simplicidad como por hacer un andlisis semejante al de la Ref. [8]. Tenerlo en
cuenta no haria mas que anadir un término fuente que no tiene relevancia en lo que sigue.
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donde conviene recordar que foq = foa(p); Toa = Toa(p). Sustituyendo direc-
tamente en la Ec. 29 y dado que b -V fy =0, b- VT = 0, se obtiene

v b Vg, + %fmvnb V1 +vp - Vo — (8o + Be) foa + NOrg1a

—Z (f1as fon) + C(foas f1)) -

expresion que se simplifica un poco al considerar la definiciéon de BE” (Ec
27):

U||b'vgla+VD'vaa_ﬂ‘Dan‘i‘).\Ha)\gla = Zc(gm, fOb)+Z C(foa> 91). (31)
b b

Aqui hemos considerado, como en la Ref. [14], que C(qfo./T, fo») =~ 0.
Para obtener la solucion a la Ec. 31, en el cédigo haremos evolucionar
hasta el estado estacionario las ecuaciones

agla
ot

L \BY?D - V91a+>\|| fl“ ZC (914> for) — Zc(fomglb) =
b

—vp -V foa + /BDan (32)

para electrones e iones. Hemos expresado asi la ecuacion para hacer explicito
el que se trata de un calculo local, entendiendo por esto que las g1, dependen
estrictamente de los valores del plasma establecidos en la correspondiente
superficie de flujo: en el miembro derecho de la Ec. 32 aparece un término
que puede considerarse “fuente” en la evolucion de gq,, pero la solucion que
se obtenga no alterara en absoluto el valor de g;, en otra posiciéon radial
(nétese que b - Vgi, = V| g1a).

Una vez obtenidas las soluciones estacionarias gi. y g1, es facil obtener
¢1 v las fi, a partir de la condicién de ambipolaridad

Z GaN0a = 07
a

que equivale a

qzn0a (b / d3
= E a ad V.
T(]a ! “ ¢ 5
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3.2. Flujos de particulas y calor

Hemos visto que, en el orden inferior en una expansién tomando € como
parametro pequeno, la densidad, la temperatura y el potencial electrostatico
son funciones de la superficie de flujo. Puede decirse que el campo magnético
acttia de lazo conductor por las superficies y homogeneiza las propiedades del
plasma sobre ellas. No obstante, hay derivas y comportamientos que hacen
que las particulas salgan de las superficies magnéticas e interesa cuantificar
el transporte radial correspondiente, lo que se hace en términos de promedios
en la superficie de flujo.

Los flujos tridimensionales de particulas y calor se calculan a partir de la
FdD,

I'(x,t) = /vf(x,v,t)d?’v (33)

Q(x, 1) /—Vf x,v,t)d%v (34)

pero normalmente interesa conocer los flujos radiales, algo proporcional en
cada punto a I' - Vi y Q - V4. Ahora, si ¢ es una coordenada general para
las superficies magnéticas, se define el promedio de la cantidad G(%, 6, ¢) en
la correspondiente superficie como

Gw) = (G(.6,9)) = a&vf¢5;9 ,
AV

(35)

donde el recinto de integracién AV es una corona de volumen diferencial que
abarca la superficie magnética sobre la que se desea promediar. Una propie-
dad interesante y muy utilizada [9] del operador de promedio es que aniquila,
para toda G(x) continua en el espacio, el operador B - V de derivacién a lo
largo de la direccion del campo,

(B-VG(x)) = 0;

es decir, el promedio a una superficie magnética de las variaciones de G a
lo largo del campo magnético es nulo. Es para preservar esta propiedad que
se define asi el promedio de los flujos de particulas y calor en la superficie
magnética y no, por ejemplo, en las maneras mas inmediatas,

riw) = BT, gy = A

donde S representa la superficie magnética sobre la que se promedia. Como
es logico, las integrales en coronas diferenciales que aparecen en la Ec. 35
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no son equivalentes en el limite a la integral sobre la superficie magnética,
pues la corona siempre posee informacién de su anchura relativa, ain en el
limite diferencial, a través del jacobiano J. Se puede decir que el operador de
promedio es una integral de superficie pesada por el grosor local de la corona.
En concreto, recordando que los elementos de superficie y de volumen pue-
den, respectivamente, expresarse como dV = Jdydfde y dS = JVdOde,
podemos relacionarlos para comprobar que en el limite AV — 0

1
(T - Vi) = dV/dw/ |W| W/r-ds. (36)

Para calcular flujos radiales promediaremos la cantidad I'-V /| V)| Obsérve-
se que en geometria cilindrica las dos definiciones de promedio coinciden,
(T'-Vr) =(1/S) [T-dS. Usaremos la férmula Ec. 36 para obtener los flujos
promedio usando ¢ = p (ver Sec. 2.1) como coordenada radial. Asi, para las
particulas tenemos

L(,t) = (T(x,1) - Vp) ; (37)

y en el caso del calor,

Q¥,1) = (Qx,1) - Vp). (38)

Sustituyendo las Ecs. 33 y 34, tendriamos las expresiones exactas para los
flujos en la precision de la ecuacion cinética de centro guia. Sin embargo,
estamos interesados en comparar los resultados del cédigo con las expresiones
para los flujos al més bajo orden en la teoria (€2), de manera que usaremos
las velocidades hasta orden ¢, esto es,

r,= </favD -Vp d3v>
mu? 5
:</TfaVD'vde>v

donde vp = v + vyp (ver §3.1).

La variacién del potencial electrostatico dentro de las superficies magnéti-
cas [8, 14] afecta a los flujos. Sin embargo, en la teoria convencional [9] es
comun despreciar dicho potencial. Observando las Ecs. 31 y 32 se puede
llegar a la conclusion de que ignorar el potencial es equivalente a tomar co-
mo funcién de distribucién resultante gi, en lugar de fi,. En los trabajos
[14, 15] se demuestra que, en tal caso, los flujos de particulas son idénticos
pero no ocurre lo mismo con los de calor, pues aunque el flujo de calor iénico
es del mismo orden, el electrénico se demuestra que es \/m;/m, mayor al
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tener en cuenta el potencial electrostatico. Por esto se definen unos flujos
de calor modificados [14] usando g, en vez de f,, cuyos valores coinciden
con los obtenidos por la teoria neoclasica convencional, la cual desprecia las
perturbaciones del potencial electrostatico dentro de una misma superficie
magnética. En definitiva, los flujos de las simulaciones que calcularemos para
hacer comparaciones con los resultados tedricos son las versiones modificadas

e = < / 91aVD - Vp d3v> (39)

2
QEC = </ m;v J1aVD - Vp d3v>, (40)

de acuerdo con los estimados en la teoria neoclasica, como se senala en la

Ref. [14].

4. Estudios de convergencia

4.1. Convergencia espacial

Como primera comprobacién, se va a estudiar la convergencia de flujos
y corrientes del plasma a medida que se incrementa el ntimero de elementos
de malla o el orden de los polinomios que interpolan espacialmente las mag-
nitudes. Aunque veremos que a medida que los flujos convergen también se
van acercando a la condicién de ambipolaridad, TN¢ = I'NC/ la importante
cuestion del flujo ambipolar se tratarda mas adelante.

En cada grafica de la figura 7 mostramos los perfiles radiales de
y I'NC en funcién de la coordenada radial normalizada obtenidos usando
grados 2 y 3 para la interpolacion espacial. La misma informacion se repite
usando las mallas G1 (arriba), G2 (centro) y G3 (abajo) y dos temperaturas
(100 eV, izda.; 150 eV, dcha.). La observacién clave es que la convergencia
aumenta a medida que crece el nimero de elementos de malla o el orden
polinémico de interpolacién, pero es el orden polinémico el elemento mas
significativo. El paso de N =2 a N = 3 tiene un efecto drastico en la mejora
de la convergencia (y la ambipolaridad), lo que se hace més notable a mayor
temperatura. Se tomara orden 3 como compromiso entre cantidad de célculo
y precision. Otro factor importante para obtener una buena convergencia es
el nimero de elementos en cada corona radial, ya que la mayor diferencia se
observa al pasar de G1 a G2 (recuérdese la figura 4), donde se incrementan
los elementos por corona. Sin embargo, al pasar de G2 a G3 (incremento de
coronas) los resultados son similares y sélo se suavizan.
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Figura 7: Convergencia en funcién de la malla para el dispositivo T-II a 100
eV (izquierda) y 150 eV (derecha) y mallas G1, G2 y G3 (de arriba a abajo).
En cada grafica se muestra el flujo normalizado de iones y electrones con
interpolacién espacial 2 y 3.
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En la figura 8 observamos el mismo comportamiento en los flujos de ca-
lor QY (arriba) y QYC (centro); y en la corriente paralela J (abajo). En
cada grafica superponemos los resultados obtenidos con las distintas mallas
y 6rdenes de interpolacion. Como antes, las figuras de la izquierda corres-
ponden a 100 eV y las de la derecha a 150 eV. Es interesante notar que las
mayores disparidades a baja resolucién se encuentran en QN mientras que
el comportamiento de la corriente es bastante robusto. De nuevo, el efecto
del orden de interpolacion espacial es muy importante.

Los resultados andlogos para las mallas G4 y G5 son similares, por lo que
no se muestran para evitar redundancia.

El comportamiento del dispositivo T-I es cualitativamente similar y por
lo tanto el orden polinémico es el factor més importante en la convergencia.
A modo de ejemplo, la figura 9 muestra el flujo de particulas (arriba) y QN°
(abajo) obtenidos con la geometria T-1 y la malla G6 (figura 6). De nuevo,
el orden 3 de interpolacion espacial parece suficiente.

4.2. Convergencia en el espacio de velocidades

En base a los resultados del §4.1, adoptamos para las siguientes compro-
baciones la malla G2 y un orden polinémico de interpolacién espacial N = 3.

Estudiemos la convergencia en el espacio de velocidades, cuya precision
viene dada por los Ngx N, modos en que estd expandida la FdD. Presentamos
en las figuras 11 y 12 los perfiles de los flujos y la densidad de corriente
paralela obtenidos con dos temperaturas, 100 eV y 200 eV. Se observa que
la convergencia es mas rapida en el caso de 100 eV, lo cual es légico puesto
que las colisiones actiian en el espacio de velocidades como un operador de
difusién que tiende a aniquilar los modos de orden alto. A bajas temperaturas
las colisiones dominan sobre la dindmica de conveccién y, por tanto, basta
con un numero menor de modos para alcanzar la convergencia.

En adelante usaremos siempre, al menos, Ng x Ny =5 x 8. Como antes,
para no ser redundantes no mostramos las simulaciones andlogas para el caso
T-I, donde se aprecia un comportamiento de los perfiles cualitativamente
similar al de T-II.

5. Comparacion con la teoria neoclasica

5.1. Formulas

Las féormulas que se han empleado para hacer comparaciones entre teoria y
resultados numéricos pueden encontrarse en la revision de Hinton y Hazeltine
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Figura 8: Convergencia en funcién de la malla en la geometria T-II a 100
eV (izquierda) y 150 eV (derecha). De arriba a abajo: flujo de calor iénico
normalizado, flujo de calor electrénico normalizado y corriente toroidal. En
cada gréafica se muestra el resultado correspondiente a las mallas G1, G2, G3
y usando ordenes de interpolacion espacial 2 y 3.
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Convergencia espacial del flujo de particulas para 1006V
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Figura 9: Convergencia en funcién de la malla G6 para el dispositivo T-1 a
100 eV (izquierda) y 150 eV (derecha). De arriba a abajo: flujo de particulas
y flujo de calor i6nico normalizado. En cada grafica se muestra el resultado
usando érdenes de interpolacion espacial 2 y 3.
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Convergencia espacial del flujo de calor para electrones a 1006V Convergencia espacial del flujo de calor para electrones a 150eV
45e+16 T T T T 7e+16

T T T T
N=2 ~—— N=2 ——
T N=3 - B N=3 -------
4e+16 - 1
& / 6e+16 |- - g
35e+16 | /) 4 /
_ _ Se+l6 g
T 3e+16 B T
3 3
A A
3 25ev16 { 3 fene \ 1
o o
e 2e16 4 e 3e+16 N 4
> > ~~
3 3
= 15e+l 4 = ™
S 1Sers S > 2e+16 S 4
< ~_ @ .
% le+ls 1 )
o o
| 1e+16 g
5e+15 |f 1
|
| 1
of i
—5e+15 : : . . ~le+16 . . . .
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
W/ Wrax W Wax
Convergencia espacial de la densidad de corriente para 100eV Convergencia espacial de la densidad de corriente para 150eV
70 T T T T 120 T T T T
N=2 N=2 ——
e — ~ N=3
60 [ I 1
—~ g
/
‘e | ‘e
< <
— 1 \\\
~— T~
~_| J
10 . . . . 20 . . . .
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
W/ Wmax U/ W

Figura 10: Mismas condiciones que en la Fig. 9 para el flujo de calor elec-
trénico normalizado (arriba) y la corriente toroidal (abajo).
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Convergencia en velocidad del flujo de particulas para 100eV Convergencia en velocidad del flujo de particulas para 200eV
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Figura 11: Convergencia en funciéon del niimero de modos de velocidad para
el dispositivo T-II a 100 eV (izquierda) y 200 eV (derecha). De arriba a
abajo: flujo de particulas y flujo de calor i6nico. En cada grafica se muestran
los resultados para [Ng, N)| = [4,6], [4,8], [4,10], [5,8] y [6,8] modos en el
espacio de velocidades.
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Convergencia en velocidad del flujo de calor de electrones para 100eV/
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Figura 12: Mismas condiciones que en la fig. 11 para el flujo de
tréonico normalizado y la densidad de corriente toroidal.
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[9] o, igualmente, en el trabajo numérico de la Ref. [8] que se basa en esta
misma formulacién. Para facilitar la lectura la resumimos aqui.

Recordemos que en la teoria del transporte neoclasico de Hinton y Ha-
zeltine se hace un estudio para cada régimen de colisionalidad y finalmente
(seccion VI en [9]) se unifican las expresiones mediante un ajuste vélido para
cualquier colisionalidad en la aproximacién de acoplo débil, que desprecia el
efecto sobre los iones de sus colisiones con los electrones. Otro aspecto impor-
tante es que, como los autores advierten, se trata de expresiones obtenidas en
condiciones de geometria magnética axisimétrica y alta relacion de aspecto.
En particular, hacen uso de los campos efectivos y las condiciones que dan
lugar al dispositivo que hemos llamado T-I en el apartado 2.1.1.

Los flujos neoclésicos de particulas y calor se expresan en funcién de las
fuerzas termodinamicas asociadas a los diversos gradientes del plasma para
cada especie a = {e,i} (temperatura, Ty,; presion, po,). Llamando 7 en vez
de p a la coordenada radial para evitar confusién con el radio de Larmor,

tenemos r 5 90T
¢ — _fell (KllA’le + Ky 06) (41)
N0 TL€ or
Qe q2p20 / 8ln TOe
= — < K9A K 42
NoeT pe Ve T €2 1244 7 H22 or ’ (42)
siendo
A = 8111]906 _ §8lnT06 I TOi 8lnpoi . A() 811’1T0i
le or 2 Or Toe or 1+v2e? Or ’

y la cantidad adimensional

(11T =035y 1
0= 1 —+ 0,7\/ Vyi — 2711/31'63 1 + V3i€3‘

En estas expresiones se han hecho algunas simplificaciones —igual que en la
Ref. [8]- con respecto a las dadas por Hinton y Hazeltine, como aproximar
(r/Ro)* = €y despreciar el término relacionado con (E|/Bpy). La frecuencia
ciclotréonica se define aqui con respecto al campo efectivo, Qo, = ¢4 Bro/ M-
Los radios de Larmor para cada especie estan expresados mediante la ve-
locidad térmica en base a esta frecuencia ciclotrénica, po, = via/Q04, v las
frecuencias de colisién se presentan en forma adimensional,

_ \/56130

xq —

(43)

T,€3/20,,

donde g es el factor de seguridad. Para no confundirlo con las cargas de las
especies, éstas llevan el correspondiente subindice. Ahora el parametro € es la
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inversa de la relacion de aspecto A y aparece en la teoria por su relacién con
la fraccién de particulas atrapadas en una geometria axisimétrica sencilla.

Tomando la temperatura en unidades de energia, los tiempos de colision
en el sistema CGS son

1 _ V2mazginon
ab m1/2T3/2

a Oa

In A,

y en el sistema SI se expresan como

-1 \/énggn()b
ab 1/273/2 n A,
eal6mma T

siendo €y la constante dieléctrica del vacio. Ademas usaremos
4 1
Tz'_l =\ 7= Tu_‘l
32

7-_1 — éi 7-_1
e 3ﬁ ei °

Las constantes adicionales que faltan vienen dadas por:

K. — 0 1 €32(C2 /D) Vic €
e 1+ Amny/Vxe + bmny*e 1+ Cmny*e€3/2 ’

donde deben tomarse los valores numéricos

[Kﬁ))aalbbllacll} = [1,04,2,01,1,53,0,89]

|:K£(2))7 a2, b1z, 012} = [1,20, 0,76, 0,67, 0,56]
[Kég),am,bm,@z] = [2,55,0,45,0,43,0,43] .
El flujo de calor i6nico viene dado por

K© 1 (c3/ba)vi€e® | OInTy;
2 1+ Ao+/Vsi + bQV*Z’ 14 CQV*Z'€3/2 or

. 2,2
QZ = _\/Eq pZ20 ) (44)
€

no;i Lo; T;
con las constantes
[K§°>,a2,b2,c2] — [0,66,1,03,0,31,0,74]

seguiin corresponden al modelo de Hinton y Hazeltine, como antes.
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Una cantidad dificil de estimar habitualmente, pero muy importante, es
la corriente toroidal del plasma. Una contrapartida tedrica se encuentra en
la ecuacion 6.122 de [9], derivada para mAaquinas tokamak de gran relacion
de aspecto. Si se tiene en cuenta que en dicha referencia Ej es el campo
inductivo (despreciado como término de segundo orden en las derivas, §3.1)
se obtiene

J = (JyB) /Bro = —ngcToe\/€ a <K13A/16 + K3 (45)

€2eBy,

Oln TOe
or

donde K3 = 2,30, Ko3 = 4,19 y A}, se ha definido arriba. Esta corriente,
en los regimenes acolisionales, tiene una fuerte contribucién de la llamada
corriente de bootstrap. Por otro lado, la corriente toroidal promedio es

Jior = (J - 1) = (Jg)

donde u4 es el vector unitario en la direccién toroidal. Puesto que vamos
a calcular casos de alta relacién de aspecto, puede aproximarse B ~ Bry.
Asi b ~ 10, y la corriente puede estimarse numéricamente como

J = {(JyB) /Bro =~ {J)) =~ (Js) = Jior.

Se han programado todas estas expresiones para obtener los valores tedri-
cos que mostraremos en el §5.3.

5.2. Ambipolaridad

Como es sabido, los flujos colisionales de las distintas especies del plasma
no son en general intrinsecamente ambipolares, ni siquiera para un tokamak
axisimétrico [16]. Sin embargo, este tltimo caso si permite deducir la condi-
cion de ambipolaridad, aunque aproximadamente, usando las ecuaciones del
movimiento. Recordemos brevemente el porqué [9].

Si, como debe ser, el operador de colisién Cg, entre las distintas especies
conserva la energia y el momento en las colisiones electrostaticas, la fuerza de
friccién colisional F, = ), f d3vm,vC,, sumada a todas las especies, debe

ser nula:
Z F, = 0.

En consecuencia, la suma de flujos “clasicos”

- _Llpr
qB
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da lugar a la condicién ), ¢ TS = 0. En el caso particular de los sistemas
axisimétricos, la conservacién del momento colisional permite afirmar que los
flujos totales son igualmente ambipolares hasta el segundo orden. En la Ref.
[9] se expresa asi:

an <Fa : V'l/)> = 07

donde los corchetes indican promedio en la superficie de flujo etiquetada por
la coordenada ¢ y T, representa el flujo colisional neoclasico de particulas de
la especie a. Estas condiciones (simetria, orden en el pardmetro de radio de
Larmor y propiedades de conservacién en el operador de colisién) se dan en
las ecuaciones que haremos evolucionar, de manera que la ambipolaridad “in-
trinseca” es una primera condicion que el codigo debe verificar. Por supuesto,
en calculos mas avanzados y geometrias no axisimétricas la ambipolaridad
debe ser consecuencia de los campos eléctricos autoconsistentes.

5.3. Comparaciones

Vamos ahora a comparar los flujos de particulas y de calor, asi como
la corriente toroidal, con la teoria neoclasica. En este apartado se usa como
masa iénica la del deuterio para que los resultados sean directamente compa-
rables con los resultados numéricos de la Ref. [8]. Antes de seguir advertimos
de que en los desarrollos tedricos se hacen expansiones de la FdD que no son
iguales a las del cédlculo numérico. En éste, la precision de la perturbacion
a la maxwelliana que se toma como estado de referencia viene dada por el
numero de modos tomados en la expansion, es decir, por los valores Nz y N
como se explica en el §3.4 de la Ref. [1]. Sin embargo, en la obtencién de las
expresiones 41, 42 y 44 se ha usado [9] una expansién de g; en potencias de la
colisionalidad para resolver la Ec. 30 y, posteriormente, una expansion en la
relacién de aspecto (inversa) para el caso toroidal axisimétrico. Otro aspecto
importante es que los resultados son sensibles al operador de colisién (véase,
precisamente, la Ref. [8], donde se estudian las diferencias entre varios ope-
radores de colision cominmente aceptados) y las comparaciones se basan en
operadores diferentes. Como se expuso en un informe anterior [1], nuestras
simulaciones se basan en un operador de colisién bastante reciente [17], dis-
tinto tanto al usado en las formulaciones tedricas como en las simulaciones
de la Ref. [8]. Pese a todo, si las comparaciones se efectian en condiciones
tipicas de colisionalidad cabe esperar que los resultados de teoria y simula-
ciones se encuentren claramente dentro del mismo orden de magnitud y, lo
que es mas importante, que muestren un comportamiento semejante frente a
la colisionalidad.
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5.3.1. Ambipolaridad

En primer lugar, en la figura 13 se comparan los perfiles de los flujos de
particulas TN¢ y TNC para estudiar la ambipolaridad en simulaciones con
temperatura electrénica central de 10, 50, 100, 150 y 200 eV (ver §2.2). Para
la discretizacién se utiliza la malla G5, orden 3 en interpolacion espacial y
Ng x Ny =6 x 10 modos en el espacio de velocidades. Los flujos se han cal-
culado mediante las Ecs. 39 y 40 y se observa una pequena desviaciéon de la
ambipolaridad a medida que aumenta la temperatura. Como se ha visto en
el §4.1, esto es debido a la discretizacién espacial, en concreto a la resolucion
en la coordenada poloidal #. Debemos advertir que la aparente no ambipola-
ridad no se debe a que el operador de colision no conserve el momento lineal.
Estimando los flujos a partir del operador de colision, éstos son exactamen-
te ambipolares —precisién de maquina de computo— porque el operador de
colisién utilizado garantiza la conservacién del momento. A cambio, en el
calculo de las integrales Ecs. 39 y 40 se usa un nimero limitado de modos de
la funcién de distribucién y se evalia una integral en cuya precisién intervie-
ne la malla de calculo. A medida que se incrementa la precision geométrica,
la ambipolaridad a través de las Ecs. 39 y 40 se observa mejor.

5.3.2. Flujos de particulas y calor

Una vez hecha la comprobacién fundamental de la ambipolaridad, vamos
a comparar los resultados de las simulaciones (mantenemos los parametros
de antes: malla G5, interpolacion N = 3y Ng x N, =5 x 8) con los resul-
tados obtenidos mediante las formulas del §5.1. A partir de aqui no haremos
distincion entre electrones e iones para el flujo de particulas y nos referiremos
sin mas al flujo de particulas I'NC. En el caso de los flujos de calor, mostrados
en la figura 15 para los iones y en la 16 para los electrones, se encuentra un
comportamiento parecido, aunque con mayor discrepancia para el flujo de ca-
lor iénico. En este caso, el flujo de calor QN segiin la Ec. 44 es notablemente
inferior en la mitad exterior del plasma.

La figura 14 (izda.) muestra los perfiles de I'NC obtenidos por simulacién
a varias temperaturas. En la figura de la derecha se representan los mismos
perfiles segtin se obtienen de la férmula 41. Se observa mayor concordancia a
baja colisionalidad (altas temperaturas), probablemente porque la diferencia
entre operadores de colisién es menos importante aqui.

5.3.3. Corriente toroidal

Uno de los usos mas importantes para los que se ha disenado el codigo
de transporte es el calculo de la corriente toroidal neoclésica. Esta es muy
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Figura 13: Estudio de ambipolaridad. Se muestran los perfiles de los flujos
neoclasicos de electrones e iones usando perfiles de temperatura con distinto
valor central.
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diante la férmula teérica Ec. 41 (derecha).
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Figura 15: Flujos de calor i6nico obtenidos por simulacién (izquierda) com-
parados con los obtenidos mediante la férmula Ec. 44 de la teoria (derecha).
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Figura 16: Flujos de calor electrénico obtenidos por simulacién (izquierda)
comparados con los obtenidos mediante la férmula Ec. 42 de la teoria (dere-
cha).
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Figura 17: Densidad de corriente toroidal obtenida por simulacién numérica
(izquierda) en comparacién con la teoria (derecha).

costosa de calcular en cuanto la geometria magnética es complicada, y hoy
por hoy imposible de estimar razonablemente por medios analiticos en geo-
metrias tan complejas como, por ejemplo, las configuraciones de tipo Heliac
[18]. Por otro lado, el tratamiento del transporte paralelo es muy delicado
incluso en codigos que lo contemplan, como el nuestro. Es, entonces, del todo
relevante establecer comparaciones con los casos en los que existen estima-
ciones tedricas aceptables.

Los perfiles de la densidad de corriente toroidal, tanto simuladas como
tedricas, se muestran en la figura 17 para el mismo conjunto de perfiles de
temperatura que en los casos anteriores. De nuevo las tendencias y valores
son similares en todas las temperaturas, aunque el maximo de la corriente,
cerca del eje magnético, viene a ser en torno a un 25% mayor segin las
simulaciones.

5.3.4. Colisionalidad

Para comprender mejor las propiedades de los plasmas, suele ser habitual
estudiar los flujos y la corriente en funcién de la colisionalidad (Ec 43). En
la figura 18 se muestran los resultados provenientes de las simulaciones y de
la teoria. Se ha usado en el eje de abscisas una variable proporcional a la
colisionalidad con el objetivo de hacer mas sencilla la comparacién con los
resultados numéricos de [8].

Tanto en los flujos como en las corrientes, las curvas son parecidas pe-
ro no idénticas. Las diferencias pueden achacarse principalmente al uso de
operadores de colision diferentes. No obstante, las pequenas aproximaciones
efectuadas durante el desarrollo tedrico en el modelo, y las necesarias para
obtener resultados tedricos, pueden dar lugar también a una ligera discrepan-
cia. Por lo demés, de los datos obtenidos puede mencionarse el crecimiento
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Figura 18: De arriba a abajo y en funcién de la colisionalidad: flujo de particu-
las, flujos de calor iénico y electrénico, y corriente; evaluados en p = 0,46.
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de los flujos con la colisionalidad, algo bien conocido en el caso axisimétrico
[9]. Para observar el régimen de “plateau” es necesario anadir simulaciones
a menor colisionalidad que las estudiadas en este capitulo, algo que se deja
para el futuro. Sin embargo es de destacar que usando las mismas unidades
y radio medio que en la Ref. [8] se obtiene un resultado muy semejante en
las colisionalidades exploradas.

6. Conclusion

El cédigo de transporte basado en la evolucion de la ecuacion cinética de
deriva [1, 2] se ha adaptado a las condiciones tipicas de la teoria neoclési-
ca estandar [9]: se han construido mallas espaciales basadas en un campo
magnético axisimétrico sencillo y se han calculado los flujos de particulas
y calor y la densidad de corriente toroidal en promedio a las superficies
magnéticas. Se encuentra un acuerdo aceptable tanto con las expresiones
tedricas como con los calculos realizados con otro cédigo [8] para todas las
magnitudes.
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