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INTRODUCCION

Dentro de la serie de seminarios sobre Fisica del Plasma y de la Fu-
sidén, se desarrolld durante el veranc de 1975 el tema de Elementos de Teoria
Cinética de Plasmas, que se reproduce en este escrito. Su objetivo fundamen-
tal consiste en exponer las bases fisicas de las ecuaciones de Vlasov y del .
plasma colisional (§ ¢ 1-8), asi como la obtencién de las ecuaciones ma-
croscbpicas (g6 9 - 13), sirviendo de etapa previa al estudio de propaga-
cidén de ondas, inestabilidades y obtencidén de coeficientes de transporte.






PRIMERA PARTE, ECUACIONES CINETICAS.

1. FUNCION DE DISTRIBUCION DE N PARTICULAS. ECUACION DE LIOUVILLE.

El tratamiento mas detallado para un plasma,%ﬁ.[S ], L6 J, consiste
en las ecuaciones del movimiento de las N particulas que lo constituyen jun
to con las del campo, es decir las ecuaciones de Hamilton de las particulas
en el seno de los campos electromagnéticos y las de Maxwell con fuentes dadas
por las propias particulas. Este tratamiento es, evidentemente, imposible de

realizar:

a) Por no saber resolver las ecuaciones de las N particulas y sus -
campos.

b) Por incapacidad de conocer las condiciones iniciales precisas
de esas N particulas.

¢) Por limitacidn en la resolucibén de los aparatos de medida.

Las limitaciones (b) y (c) fuerzan a una descripcidén estadistica.

En esta exposicion supondremos un plasma formado por varios componen
tes (por ej. electrones e iones de varios tipos), las particulas pertenecien
tes a cada componente estaradn caracterizadas por un valor de la carga g« y
de su masa myq y serén indistinguibles. Si N, es el nlmero total de particu
las pertenecientes al componente &, el nimero total N de particulas del plas

ma sera N

N-J N,

L8

y lo supondremos globalmente neutro

;k: N«ZQ

. 4 o .
También supondremos todos sus atomos ionizados (ausencia de particu-

las neutras) e ignoraremos efectos relativistas y cudnticos.

Cuando no sea indispensable se prescindird del subindicef§ y nos li-

mitaremos a un solo componente.



L4 C o . .
La descripcion estadistica completa de un plasma se realiza mediante
la funcion de distribucién F\ de las N particulas.

. . 4
Por definiciodn:

<5 -5 =? ~» -3 -

S 9 >z
FN (Xig)v;alx v&d,--~"1X”ﬁav&lgj Xge,‘ﬁ}.@,——— ,-XN&J,UN@;é)a

L y

> Fe (1.1)

3
A Xia fﬂ:&a T fxywd!

es la probabilidad de que en el instante t una de las parti-ulas de tipo & -
(cualquiera) esté situada en el elemento d_e? volumen é§>@,% ésﬂ‘;q
centrado alrededor del punto de posicidn Are y velocidas. ﬂia , que otra
particula, diferente pero tambien de tipo o , lo esté ¢n ¢l elemento de volu-

meEn gﬁ}(&g gés’?}:ga s qr_ra we tipo ﬁ Ll "Agxm J?z}iﬁ , g]L -

Evidentemente FN ha de ser simétrica en las coordenadas de posicién
y velocidad de todas las particulas del mismo tipo. Ademas, para que Fy re-
presente efectivamente una densidad de probabilidad, debe permanecer no ne-
gativa en todo el espacio de definicidén y estar normalizada a la unidad.

FN =0
3
EJ J X!,a, - Jszi;;m nd i (1.2)

Para el caso particular de equilibrio termodinamico, Fy es la funcién
de Gibbs, producto de funciones de Maxwell-Boltzmann. (%P_§ sy [7).

Se demuestra en Mecénica Clésica,%¥ .[-4] ) [Bj, que Fy obedece a la
ecuacibén de Liouville

Y &
X Z H R ZBH 3k _ o (1.3)



Siendo H el Hamiltoniano del sistema de N particulas. Las ecuaciones

del movimiento seran

-3

-
v, - '3}4 .- o
'Bf ‘T

por lo tanto (1.3) no es sino

xﬁ

AF‘V =/ | (1.4)

e

dt

la derivada total respecto al tiempo de F;, es nula.

La justificacidén de esta ecuacidn se debe a que en Mecénica Clésica
se demuestra,gﬂ .[ 4] [8], que el volumen de un recinto del espacio de fases
es invariante bajo las ecuaciones del movimiento, es decir cuando sus puntos
siguen las trayecturias de las particulas. Fy es la densidad de puntos repre
sentativos del conjuntu estadistico en el espacio de fases, el nlmero total
de esos puntos debe permanecer constante cuando estos describen las trayec-
torias, pues los sistemas no aparecen ni desaparecen. Por lo tanto, conside
rando un recinto de volumen infinitesimal, como tanto el valor del volumen
como el n{mero total de puntos permanecen constantes, debe mantenerse tam -
bién constante la densidad Fy a lo largo de las trayectorias, y esto consti-
tuye, precisamente, la Ecuacidén de Liouville (1.4), que no es sino una ecua-
cidén de continuidad en el espacio de fases.

La Hamiltoniana de un plasma es muy complicada, para simplificar, se
van a ignorar los efectos relativistas y de retardo de las potenciales y tam
bién se ignoraran, de momento, los efectos magnéticos internos, que serin sim
plemente adadidos en el resultado final, ¢f ..[2] 3] con ello solo las accio
nes electrostaticas y de los campos externos seran tenidas en cuenta y las
ecuaciones del movimierto quedan entonces:

m;f I:Eex(xb 15).;.77%3“(}(;’&)]
€

- K _Li (1.5)
L I%-%1
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Siendo aj la aceleracidén de la particula i, Eex, Bex y ®ex los campos
v el potercial externos y habiendose utilizade unidades gaussianas.

Con esto la ecuacidn de Liouville queda

&

<
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L1
2t +;Zi IX; ?

L

&
: -

2 “’Z <2l <o (1.6)
DER

que permitira, en principio, calcular la evolucién de Fy a partir de una for

ma inicial dada.

Puede demostrarse, [10] , que la ecuacidén de Liouville es compatible
con las propiedades de no negatividad, normalizacion a la unidad y simetria
(1.2). 8i la distribucidn inicial posee esas propiedades, Fy las mantiere a

lo largc del tiempo.



2. FUNCIONES DE DISTRIBUCION REDUCIDAS.

La funcidn FN requiere un excesivo conocimiento del sistema, convie-
ne recurrir a distribuciones estadisticas reducidas que impliquen menor nl
mero de particulas. Estas funciones de distribucién reducidas suprimen par
te de la informacidén del sistema pero, a cambio, son mds manejables.

-
Asi, se define la funcidn de distribucidén de una sola particula de

tipo & mediante:

(4 > > < >3 |
f (Z;;é)=vfﬁl( ’ “r, *"-,XN, VN)JXZ. Jgﬁ-.. - 3}{5; ésvgy
sl

(2 1)

(recuerdesé la simetria de Fy)

V es el volumen espacial del plasma '

Gon ello

’if(i)(}? U?) t) é%x J3'\f’

o '
&

Vv

es la probabilidad de encgntrar una particula de tipo & (cualquiera) en el e
lemento de volunen o X& ¥V , centrado alrededor del punto de posicién X y
velocidad V, independientemente de donde se encuentren todas las demas.

0, de otra manera, si n, es la densidad global de particulas de

tipo £
A, = e
Y.
entonces
—- @) 2 =2 . (3 3
oL

es el nimero de particulas de tipo % en el elemento de volumen
citado anteriormente.



Se observarid que en virtud de la normalizacidén a 1 de Fy (1.2) y de la
definicidn (2.1),f’(1) se encuentra normalizada a V
o

f“)(;,;, B dxdv=V

La funcién de distribucién de dos particulas 3833) se define mediante

(® - - xd
f(?,vx' -V R J%, J = P,
“F
es decir integrando ;obre las coordenadas de todas las particulas salvo dos.
3 3 3 (2) 3 > =2
4 dx v dx d o f (x,v, x', v t)
v “

3
es la probabilidad combinada de encontrar una particula de tipo & en :J X Jsb-
y simultaneamente otra (distinta) de tipo (3 en dxt d7v

Si el tipo ® coincide con el (> es evidente que }?ii) serd simétrica.

Analogamente la funcién de distribucidén de s particulas (s) se ob-
tendrad integrando Fy sobre las N - s particulas restantes y multiplicando por
VS. Esta funcidn se encontrard normalizada a VS.

No hay uniformidad en las definiciones para estas funciones entre los
diversos autores, la normalizacidén utilizada aqui (a VS para 32(5)) es la mas
Gtil y corresponde a la de las referencias [5] [7j [10} Y, parcialmente,[3]

Como se verd en la obtencidén de las ecuaciones macroscdpicas ( § 9) las
magnitudes medibles dependen exclusivamente de 22(1)

P. ej. la densidad de particulas de tipo & viene dada por (9.2)

_ (L) .5 » >
m(?,&)z ”gf (%, U":UJU' (2.3)
o
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la velocidad media de las particulas f, por (9.5)
) :
> - 3
fvj.(?,v,f)év —~
{:)__ & _ Ny
B @ 5 - 3 T on (X k)
M (Rv,t)dw it
K .

etc..

-3
v

f

(1)
d

o

3
i
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3. JERARQUIA DE ECUACIONES DE BBGKY (BOGOLYUBOV, BORN, GREEN, KIRKWOOD,

YVON) .

Se trata ahora de encontrar las ecuaciones que rigen para las funcio
nes de distribucidn reducidas g?(1>, #'(2)’ etc partiendo de la ecuacidn de
Liouville (1.6) para Fy '

Para simplificar la obtencidn se supondrd un solo componente.

Para encontrar esas ecuaciones se integra (1.6) sobre las variables
de todas las particulas menos s y se multiplica por VS

(s) > - > S 'B,FCS)

> - »

;?—— f <Kiaok s JXS zﬁht) + ZE' v - = +
ot i=d PRE:

25&L
N
s\ 2 2Ff [ J
s y a; . _:’ Xs{-i""’ VN':O
24 'BX;_ (3-1)
Pero por el teorema de Gauss
2R P 2 " P T r < SO
U’ cl —_— - L F; ) <J X: = U; ﬁJ'CJ Ei: = C?:
'v' BX; V B b } S
(3.2)

ya que esta integral de superf1c1e se anula si Fy decrece con rapldez su~
ficiente a grandes valores de Xl, es decir sj



cosa que queda garantizada si el plasma permanece confinado en un volumen fi
nito o, simplemente, a causa de la normalizacién finita de Fy, es decir de la

jaJk

convergencia de la integral

Como en virtud de (1.5)

N
- - - ‘
ga:—g-ni Fex (X:, 1) +£¢;><B()?;,e)}—->f r 2 ¢
¢ c . . .

2 (1) L 4 =
( X ;;,E) + a, (X U’;,{'-) (3.3)

’ )

¥ (E)

o~ *

donde el superindice (E) se refiere a los campos externos y el (I) a los in-

I
LJ—-T—-S“""‘—-S'—

X=X |

ternos y

Se tendri entonces

1Y) S

S - 3 3 ¥ (E) 3 3
X '.'...B_Ei JXS-H —--J Ui :Z a. . _?_E_{;_’_ JXSH---J%
izd BV ez 4 ERE

ad (€) 3 o +(X) 3
Z 3. FN Jax -~-c1'\)-p +Z a: ___@__24_43XS+‘-- J‘IJ—N

>
=Skl o iz4 LAH



El segundo sumatorio consiste en términos del tipo

, L
‘ 29

(5

<> (E)
I ot Q‘E-’BE’ cfm

coni ) s + 1, en virtud de (3.3) resulta

2 1

LE E("?;f,f)- 2

ég‘U’- .{;‘“%5 \;x “}cf:\;i).liﬁ_clzm

v Wi, ?35 : ,W’o‘c ?Fé
- 3 -2 %
- b (2 (R, B0 -8 e [§ 25 I,
Tom, —'—b—?’: ; : e '3'1

El primer término se anula por el teorema de Gauss si

L"-m FN vf = Ok

'3':-’9 o2

el segundo término, habida cuenta de que en un producto mixto las componen
tes de los tres vectores han de ser distintas, resulta

I.:-—Ei-— B(Q)X[.%_{.; (31 E,) o]%U‘; = 0

v Yﬂcc

que se anula por el Teorema de Gauss si

Lim "j’f E, :O

h}:l-no

Ambas condiciones quedan garantizadas por la normalizacidn finita
de Fy que implica la convergencia de integrales del tipo

o 4
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Por consiguiente I; (i » s 4 1) =0, es decir a(E) contribuye sélo

para i £ s en que

S S

s)
_ > (£ 3 3 > (E)
V‘Z a.® 2k Jx, - I :z 20,5020
izd ’BE iz4 oY

Por otro lado, las contribuciones ifiternas

(1) 3
J V Z‘ 31 )?,, Xa) '3 s+ " c‘ Vo
w -
(L#é)
con Lé - —-V;: “‘_af-s(-; ‘é

[

) '3 . 0 _— . .
Si i ;§ s+ 1 procediendo como en el caso anterior (con a(%))y utilizan

do el teorema de Gauss se obtiene contribucidn nula, por lo que queda.

S 5 \ (s)
= (I) >
J-:'Z C«'Lé ()ZJXJ).E__{. +
v2d = 4fi EVL

s N - o
- (1) 3 3 -
+Z Z _____4' CI.;' a —BE/ J XS+1 e AUW :
1 jash Ve s CRA

o
—-—

(st1)
- (1) .afm N- s ->(:c) D.f
Qié ac sue Xsu
u:i

e
Ly =i

@A)

4



donde para el Gltimo término se ha hecho uso de la propiedad de simetria
(recuerdese que se ha tomado, por simplicidad, un solo componente)

Con todo ello (3.1) queda

¢} s (s) 5 (s)
? T2
2 Z ——;{— + Z < Gy - {, -
i=4 2 X+ za 2V
S
(s¥1?
- 2
EN__i) ’aé,s-(»l"af AXSMC} s+|":‘o.
Vm; i=4 'ax; ’bv' (3.4)
donde '
4 - -
9 > =
s B ERE) Lo Bm,é)],
W -
3
_’Z 2%y 2
¢ ’B—i W
J=i#i X
.4,
y T T
K l I."XJE

Los tres primeros términos de (3.4) son idénticos a la ecuacidn de
Liouville para s electrones y hacen aparecer solamente a % (5), en el cuar
to en cambio aparece g_(s-+1)

Conviene escribir explicitamente las ecuaciones (3.4) correspondientes
"a los ordenes mas bajos.

Asi para s = 1 se tiene

(1) > 3) - 5 »> '}
P > :3-( a' Xt _Ex Ba (X' ‘tﬁ,?i
31:‘(()('&“ iy J'F[E“( D g Bt %

N-4 ?’*(l 7 o j(l)(éfq}’x v {:)]de’v

mY | X “IR-X(7 v

(3.5)
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mientras que para s = 2
Q) - 23 =, (2) > = N @)
ERNA A I N L AL S - o -
! ) 7 —z + =, +
ot °X o X ™m ¢ 2V
€A c2)
- 2 \
+ i [gf + v/x é?’]-fa‘y 2 1 >B‘f -
—V; C ,a{;, a?l !">~;(‘>,[ ’a,{;’l

etc.

De esta manera que cada vez se complican mds las ecuaciones. En esa se-
rie de ecuaciones, denominadas jerarquia de BBGKY (Bogolyubov, Born, Green,
Kirkwood, Yvon), la correspondiente a éZ(S) hace aparecer también a g£ (s+1)
por lo que esa serie no se cierra méds que para s = N en que g'(N) obedece a
la misma ecuacién de Liouville (1.6) que Fy. Aparentemente no se ha ganado na
da en el paso de Fy a las funciones de distribucidn reducidas.

Sin embargo se verd que, bajo hipdtesis mids o menos plausibles, la se-
rie de ecuaciones puede limitarse a una o, a lo mas, dos de ellas.

Para el caso de varios componentes la primera ecuacién adopta la forma

“) (4)
L2 N -» g ~ ~
—?;—.- \P (x,0,8) + U:‘B{“ + _j}i [ Eex + 3{—3& Bex]“éfd
2t la 2 X

—

W, T

—_ ) 3
Y Ie | (A )2 [0z ]dvdy
& Mo | X \[x-x1) v L 4p

(3.7)

donde se ha supuesto Ny >» 1.
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4. FUNCIONES DE CORRELACION.

Para efectuar el corte de la serie de ecuaciones de BBGKY conviene de
finir las funciones de correlacidn.

Utilizando la notacidn obvia
(4

4
f (ﬁ):'f (X, 7, t)
=8

el

se definen asi:

@) ) 4)
f (4,2) — \F (».1.)‘{) &) ‘fdﬁ (4,2) (4.1)
I

lt

(3 4 () (1)
f (4.2, 37—f <¢)\f cuj cﬂ_;fu)/f (2,3) 4

d(sg

(1) (L)

%_\e (z)/de (4, 3) +f 3y L. (4,2) 4 Tdﬁb,(—.t,a,a)
£ ¥

etae.

P s es la funcidén de correlacidén de dos particulas, T la de

tres, etc...

43y

Si las dos particulas de £ (2) fueran independientes, su probabili-
dad combinada seria 51mplemente el producto de las probabilidades individua-
les (1) y, por lo tanto, £ (2) se factorizaria, con lo que, £ .(4.1), Bxp
seria nula, Por esta razdn se denomina a P. funcidén de correlacidn de dos
particulas ya que da idea del apartamiento de la independencia.

Para el caso de equilibrio termodindmico la funcibn £ (1) es maxwe -

lliana (5.1),[7] . mo Ul
o

/2 - :
(4] - m LT
(v) = = CE? 'lg (4)
Yo/ 20 KT My

il



mientras que P , adopta la forma (5.2)
Yaz

, - Y
?aq% (1,2 ”‘ﬁ‘u (”fmu) tdo il c i J{ta. > §n€

kT fie T

- -2

donde Qz:IX_L-X;,,

y XD es la longitud de Debye

>\) - Z 4 1&7.?24

)
I Lo

Como se observard Py p decrece exponencialmente con la distancia de se
paracibén entre las particulas, tomando valores apreciables solamente para dis
tancias inferiores a una longitud de Debye X\p . Ademés ¢ es negativa para par
ticulas de la misma carga mostrando asi el efecto de la repulsidn, ¢Z (4.1),
mientras que para cargas opuestas es positiva mostrando entonces el efecto de
la atraccidn. Estas propiedades de P en equilibrio termodindmico se mantienen
con poca alteracién fuera de él.

Es conveniente escribir las primeras ecuaciones de la jerarquia BBGKY
en funcidn de estas funciones de correlacidn, asi la primera de todas resul-
ta (se vuelve nuevamente a un solo componente) considerando que N » 1

(4) - (4)

Ci\)_*_* o - -
}f (x,v, t) \ QBf . 1 E,. +%{ ss Be, .:Z‘i -
E s

5t 2 X m

¢ () 3 3 'b:f)w
i ) Femdrdv
m XN X=X | 2V

- - - ~5,
n o Ciz 079 }?(:X»'UU X')1y ,{ ) CI?K' Clif'
WX UIX-% 37

(4.2)

i1
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esta ecuacidn puede ponerse en la forma

D?w T E (x t) +:><§ 1é)J'%§-=C{P} (4.3)
bt W

donde
D = 9 + ;a ’B-} es la derivada convectiva
Y 2t DX
7 . g
EE >TL [jex >
- S _ (1 -
<EE)s = -m ° (1 ]f(FvE)Jva'
oX M yLx

0, en otras palabras . ‘

. 3 |
_____., E(x,t)> 4nnqj£ CX,G':UJV:;—%?CT?(X),E)
VO+<E°>

Por lo tanto E;} no es otra cosa que el campo eléctrico creado

por la densidad de carga macroscépica q(X, t) prescindiendo de todo tipo de

correlaciones, es el campo eléctrico macroscdpico, también denominado auto-
consistente.

C { P} es el segundo miembro de (4.2)

Para el caso de varios componentes, afladiendo los efectos magnéticos
internos, ignorados anteriormente, la ecuacidn aparece ahora en la forma [ZJ

{61 . RUN
DQ?(X,V,H . Tu [E(;{’/t) .
Dt Wy

1)

xB (X, JC)] ’éf v°< {’Po((g}

(b.4)
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con - - ' —- - —-
ET:EQK+<E> BT::B +<§>

) =8

y los campos internos obedecen a las ecuaciones de Maxwell con fuentes dadas
por las densidades de carga y corrientes macroscépicas.

V< E>—4n§f(X ﬁ),z N 3@Jf(i)(xv £y v
G

.->

Vm(f}:—é&
< >t

g = s,
¢ E>+"*”acx,é)‘

-—§
U< B> = 2 an
c c

)

v-<B>

= - - “ - 3
t)=) % £
J 5 8) %“ﬁ%’jvfﬁ (X&) dw

2 A > > 3
(4.4) es la ecuacidn del plasma collslonal,<13> 3r<£5)1os campos macrosco-
picos. C4 el término colisional (zhora notablemente mis complicado que en el
caso puramente electrostdtico) [6].

O

It

(D)

Como se observara f o~ obedece a una ecuacidén de Liouville con un se-
gundo término que depende de las funciones de correlacidén binarias P;, . El
campo que aparece en el operador de Liouville es el externo mas el macroscd
pico, {?} y <,.>> que verifica las ecuaciones de Maxwell con densidades de

carga y corriente iguales a las macroscédpicas, ignorando todo tipo de correla-

ciones. La denominacidén de autoconsistente para ese campo se debe a que sus

fuentes dependen de la funcién de distribuci6r1£<1) y esta, a su vez, depen-
de de los campos, a través de la ecuacidn cinética (4.4), por tanto ambos de
ben ser calculados simultaneamente de una manera consistente.

El término C&‘{P&p}» denominado "de colisidén" da cuenta de los efectos
de correlacidn, el calificativo de '"colisional'" (en rigor impropio) se debe
al hecho de que P solo presenta valores apreciables para distancias pequenas
entre las particulas, por lo que ese término dari cuenta de interacciones con
pequerio parémetro de impacto y, por lo tanto, procesos que dan lugar a gran-
des desviaciones en las trayectorias de las particulas, eso es lo que habitual



mente se denomina como una ''colisidn'' en contraste con las pequefias desvia-
ciones que producen los campos macroscdpicos (que son de variacidn suave).






5. DESARROLLO EN ORDENES DE g.

De las ecuaciones (4.2) o (4.4) se aprecia que se lograria una gran

simplificacién si se tuviera

Afd{’) 3 f(ua.)j)
T {72

etc.

Puede demostrarse que en situacidén de equilibrio termodindmico, en

un plasma uniforme, [7]:
ot

fm(g) j? S (z %:{'rj/‘z e”m (5.1)

y
P Ci,»&):_,f (4-)f (a) e "\9
“ (5.2)
. e? v
Yg% > i:%_ 5 Yie = ))(1—-)(2!
siendo IR -2
o3 (ot
(5.3)

la longitud de Debye para un plasma de varias componentes, cada una de las

cuales posee una temperatura Ty -

Para el caso, importante, de un plasma hidrogenoide de dos componen-
tes (electrones e iones(fiy = nj))a la misma temperatura, la longitud de De-

\/2
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y numéricamente

T (0 7"

n (c\m'a)

(5.4)

Ay (ewm) = 4 ss[

mientras que para el caso de un plasma de un solo componente (p. ej. el gas

Ay

e -

de electrones de un metal).
4.

/
kT YT

4nne*

J\D es una longitud caracteristica fundamental del plasma, es también la
distancia de apantallamiento de los potenciales de las particulas. Algunos va
lores de esta magnitud aparecen en la Tabla 5.1 para plasmas de diversas ca-
racteristicas.

Volviendo al caso de equilibrio termodinadmico, se tiene (para un plasma

hidrogenoide) Yis Yo

—
—

2 b 2 N
'Px}p(i’z)] ) 1 - A ) j e (5.5)

4} -
f(&)(d) fC - A 2N Ga/ Ay
o p

Siendo

j = /i\ . (5.6)

s
g o

el parametro del plasma, importante magnitud sin dimensiones. Segin (5.6) es,
esencialmente, la inversa del nimero de particulas contenidas en un volumen
cGbico de lado Ay . Es decir, segin lo indicado para Ay , -la inversa del nf-
mero de particulas que interaccionan simultaneamente, para la mayor parte de
los plasmas este nimero es muy grande y, por lo tanto, g muy pequeiio.

Para un plasma hidrogenoide se tiene

| 4 gn e? I — 42
SESNCIN

T B T ©
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y numéricamente 1
/2

4 ﬁe (e ) ‘
=i (T (°6) )’ oY

También puede demostrarse que g es la relacidén entre la energia po-
tencial media y la cinética [5] [7J. Valores caracteristicos para g se en-
contraran en la Tabla 5.1.

La importante relacidén (5.5) permite afirmar que, en equilibrio termo
dindmico, el cociente—=__ es proporcional al pardmetro del plasma g.

g(i)guy

Ademés para Y, = Ap se tiene

F-L

?qﬁ} - 3 e‘”L :0.0453' J (Y;Q.ZA))

mientras que para

gn e?
oo = j>\ T ET (5.8)

(limite de validez de la forma sencilla (5.2)) se tiene para g << 1

*‘F\Cf}ﬁ&}) = ;\-’I e~3 o~ 0.04 )(\Qa;j>513<<i) (5.9)
o B

Por lo tanto puede afirmarse que cuando

(1) (4)
je<t , Iu <<£ f
< >

para todo valor de . ;\
>
\Gz - 3 RY

Es decir B es despreciable frente al producto z,e (c(l) é’, ((}) siempre
que g lo sea frente a la unidad, ademds Py es proporcional a la primera po
tencia de g. Se dira entonces, para abreviar, que P es 'de orden g"

E&,O(%) " (5.10)

o bien que P es de''orden 1 en g'.
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Analogamente se demuestra que, en equilibrio termodindmico, T es de

orden dos

T. 0(3)

(5.11)

En resumen, siempre que no busquemos efectos inferiores a la longitud

o] 631
Ay = 20E
kT

podremos despreciar los términos en P o T frente a los que contienen g (1 Y,
ademas, las funciones de correlacién elevadas, son despreciables frente a las
de ordenes bajos.

Cabria pensar que cerca del equilibrio termodindmico se mantuviera la

misma relacidn, pero esta afirmacién no es mls que una conjetura plausible

- 2 a . . 2 . . ) N
que aln estd sin demostrar. Lejos del equilibrio nada indica que esa propor-
cién se mantenga y existe incluso evidencia de lo contrario (p. ej. cuando el
nivel de fluctuaciones es elevado). Sin embargo, si puede demostrarse con to
da generalidad, el hecho de que las funciones de correlacidén binarias, terna
rias, etc., son de orden 1 en g.

PLTLOW@

(5.12)

.Para ello es necesario efectuar un desarrollo de las funciones en serie
de potencias de g.

.(4)

(4) <4y ) 2
gz_f qf +jf4.-,.
e 4 2

?—; 1. +3?¢ +3&/1D& -
ToToeyTe « 5 Tov

etc .

desarrollo que sblo serid (til cuando g 4K1.



Para obtener las ecuaciones a que obedece cada orden conviene refe-
rir todas las magnitudes que intervienen en las ecuaciones cinéticas (3.4)
a variables sin dimensiones. Asi, todas las longitudes se mediran en unida-
des Ap , todos los tiempos en la inversa de la frecuencia del plasma -

1 (1) etc.
Wp

Resulta entonces,[Z] [10], que P, T, y todas las funciones de corre-
lacidén de ordenes superiores, carecen de término en orden cero en g, es de-

Po — I - ___ =0 (5.13)

Por lo tanto puede afirmarse con toda generalidad que

Pooy , T~003) .

cir

lo que ya no puede afirmarse es que T sea de orden superior a P,

El término de colisidn Ca de la ecuacidn cinetica (4.4) que es li-
neal en P, tambien es de orden uno en g.

1)

— 2
i - ¢ N Ng id Para plasma hidrogenoide es

LI YA o

ou? (KkHZ) = 5¢|/nglews)




TIPO DE PLASMA ne(cm"3) T (®K) WP(GHZ) >\‘D (cm) g vc :gwp(1<11;) g )\D(cm)
"Q - MAGHINE" 1011 2400 18 7 .6x10- % 0.02 4x10° 1.5%10"°
"ODE" 1010 2%x10° 6 2%10~2 10-9 60 2x10~7
TOKAMAK |
7x1013 107 468 1.8x10™3 2.10°6 936 3.10-9
(T.F.R.) A
TERMONUCLEAR 1014 108 600 5x10~3 10-7 60 5x10™ 10
MAGNITUDES CARACTERISTICAS PARA DIVERSOS TIPOS DE PLASMAS.

TABLA 5.1

- 82 -
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6. ECUACIONES DE ORDEN CERO Y DE ORDENES SUPERIORES. ECUACIONES DE VLASQV Y

COLISIONAL.

6.1. Orden cero. Ecuacidn de Vlasov.

En orden cero en g, es decir cuando todas las potencias de g son des-
preciables frente a la unidad, tanto P como T seran a su vez despreciables
frente a } (1), por consiguiente el término colisional de la ecuacion (4.4)
también podra ser despreciado frente a los otros términos, quedando entonces
la ecuacidén en la forma

i) €Y N @)
R <xv£)+ﬁ9¥ ET 5 _ 3 )% ofa
St < W % (6.1)

-2 _ - ~> - o~ -
E - ex+<E> B BT:Eex+<B>
-
V.<Es = 4m3(x,t)
- -
g?;<<< ES S - 4 2« E> 4T 5 @ f‘)
Y <
;»
V=<B>=O (6.2)
N -
V=< E>"-:—1-'——B<B>
— s S F

. .7 . P . 2
Para el caso de interaccidn interma electrostatica, la ecuacidn se
convierte en (ﬁ#'. (4.2) sin termino en P)
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5 € SR Wig " 53
)

3 [ (k) fenndede] ot
WMy |3 X V) Xx-x"] f ey

Estas ecuaciones seran validas cuando los efectos de orden g puedan
ser despreciados. Es decir, cuando se traten de estudiar fenbmenos que po-

sean longitudes caracteristicas muy superiores a g)\D o frecuencias muy su-

periores a gw,. Asi, para la propagacién de ondas la ecuacidén de Vlasov se

ra adecuada en el dominio de frecuencias @ y longitudes de onda b dado por

w>>§c,up J >\>>j>‘3>
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queé corresponde a nimeros de ondas k inferiores a

4

kce 4

p faS

ese dominio de validez aparece representado esquematicamente en la Fig. 6.1

La frecuencia \)c":gwp , en las cercanias de la cual cesa de ser va-
lida la ecuacion sin termino colisional, es, en orden de magnitud igual a la

frecuencia de colisidén | 1], se tienme

i -3
Y (kHz): 0.4 92 Vie Cew )

[T(ew)]™

su inversa define un tiempo medio de colisidn

Q: A __EE__

C
Ty
fendémenos que sucedan durante intervalos de tiempo muy inferiores a Tg »o-
drén ser estudiados sin necesidad de introducir el término colisional es

decir mediante la ecuacién de Vliasov (6.1)

Esta ecuacidén serd por tanto (til para el estudio de ondas de fre-
cuencia elevada e inapropiada para aquellos en que las colisiones juegan un
papel importante (ondas sénicas, magnetosdnicas, etc.) .

6.2. Ecuacidn colisional

Cuando se buscan efectos de orden superior a cero en g ya no puede
despreciarse P ni T, la ecuacidén (4.4) mantiene su segundo miembro: el tér-

mino colisional .Es decir

a) ¢ (1)
40( Cx v ) 3.’3‘{)"‘“+ e g: LV xy BT 3 He C { }
Y IEEY ST )

junto con las ecuaciones de Maxwell (6.2)
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Para el caso de interaccidn interna puramente electrostética,%¥ (4.2),

el término colisional adopta la forma

C.{2}=) B |2 (13‘1‘;“ )-2 SR GITIOL f,

e ™M | IX l

Esta expresidn (6.4) puede ponerse en la forma

¥
-_° . % J: (X 0E) (6.5)

siendo’J@(@ una expresidn vectorial integrodiferencial lineal en?aq%

T, (R 5E) = Do N")”f @3 i dy
Wy, axf IX

Junto a (6.3) sera necesaria ahora otra ecuacidén para Py, , derivada de
(3.6), en la que aparecen g (1) y T en forma no lineal y muy complicada; a su
vez serd necesaria la ecuacibn para T y las funciones de correlacién superlof

Es imposible resolver estas ecuaciones sin efectuar aproximaciones, el

res.
(1) y traba

objetivo de éstas es despejar Py, en funcién Gnicamente de las Z
jar, por tanto, con una sola ecuacidén cinética, las diversas aproximaciones
conduciran a varias expresiones para el término colisional que seran citadas

en el§ 7.
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7 . FORMAS DEL TERMINO DE COLISION.

El resultado de "despejar' P en funcidn de ; (L y sustituir en -
Cy {P} va a dar lugar a expresiones complicadas que, evidentemente, seran
no lineales en 4 (1 rues como ya se ha indicado, la ecuacidén para P es no
lineal. El rango de validez de las diversas formas depende, evidentemente,
de las aproximaciones especificas.

Nos limitaremos aqui a enumerar, muy escuetamente, las formas més
utilizadas; para mayor detalle debe recurrirse a las referencias [1} [5]

[7] y {10].

7.1. Ecuacidn de Boltzmann.

Basado en colisiones binarias de corto alcance sin correlacidn, hace
uso de una seccidn eficaz diferencial de dispersidén y se obtiene un resul-
tado similar al utilizado en el transporte de neutrones. Adolece de diver-
gencias a corto y largo alcance.

7.2. Fokker-Planck.

Basado en la adicidn de colisiones sucesivas de pequefio angulo. Tam- |
bién adolece de divergencias para largo alcance. Es muy utilizada en el céal
culo de coeficientes de transporte.

7.3. Landau y Lennard-Balescu.

Son dos formas diferentes, basadas en la resolucidn de la ecuacidn ci-
nética de P, y su sustitucidn en Cy {P} bajo diversas aproximaciones (todas
ellas implican ignorar T), dan lugar a expresiones muy complicadas.

En todas las formas citadas, el término de colisidén posee la forma de
nominada de Fokker-Planck, en que

Cat = ““%'Jot (7.1)
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con

(7.2)

donde Qxp es un tensor definido negativo cuya expresidn explicita depende de
cada caso concreto. Por lo tanmaéa es una expresidén integrodiferencial no

lineal en g-(l).

7.4. Modelo de Krook

Una forma semifenomenolbgica muy utilizada es la

4
C ,-p[ _ (7.3)
Y o .

donde ¥ es un pardmetro fenomenoldgico del orden de la frecuencia de colisién
(& 6.1)

ﬁNiw?
y 540 es una distribucibén de equilibrio, de forma maxwelliana local

. - 3 - &KTCX é)[U',.LL(X(’)]
f _ (X ) WMy, G (7.4)
o Ay an kT(X )

. . X — .
con densidad ny (X, t), temperatura T, y velocidad media u (X, t) dependien
tes localmente y, las dos 0(ltimas, comunes a todas las componentes.

Esta forma es adecuada para el estudio del acercamiento al‘equilibrio
y el calculo de los coeficientes de transporte. Deriva de las propiedades de
la ecuacién colisional (¢f- § 8.3)



8. PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES CINETICAS.

8.1. Propiedades de la ecuacidn de Vlasov.

Las expresiones (6.1) o (6.2') para la ecuacidn de Vlasov permiten
demostrar facilmente las siguientes.propiedades,if .[1]{}0]

0
a) y (?){;}t) =0 , gﬂ') permanece no negativa.

o
(‘?—y-> 33

b) ﬁd ‘P (X"U‘) t) J}{J‘T:Nd permanece constante en el
o

tiempo. Esta propiedad no es sino la conservacidén del nimero total de parti

culas de tipo x4 , N4

¢) La ecuacibn de Vlasov es equivalente a una teoria de dérbitas en el
seno de los campos autoconsistentes. Esto sugiere un procedimiento de ite-
racidén para su resolucidn: si, por alguna causa, se tiene un indicio del com
portamiento de los campos, la funcidén de distribucidén se obtendra, simple-
mente, estudiando las orbitas de las particulas cargadas (sin otras interac-

ciones mutuas) en esos campos. Obtenida ; (i) , los campos tendran que ser

calculados de nuevo a partir de.las distribuciones de carga y corriente pro
porcionadas por § g}) y asi sucesivamente hasta alcanzar convergencia.

Esta importante propiedad deriva del hecho de que las caracteristi-
cas de la ecuacidén en derivadas parciales (6.1) son precisamente las ecua-
— —— .
ciones del movimiento en el seno de los campos Ep y BT.

Las siguientes propiedades se refieren a una situacidén en ausencia de
campos externos.

d) Cualquier funcidn de ¥V es solucidn estacionaria y espacialmente
uniforme de la ecuacidén de Vlasov en medio infinito, aunque no todas esas
soluciones son estables. En particular la funcibén maxwelliana £ y (5.1) es
solucidn estable.

e) Teorema H. La magnitud

H:Zj‘fmgnffj%—fx | (8.1)
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es constante en el tiempo

dH _ 4

gy

at o (8.2)

Como se citara en § 8.3, H estid ligado a la entropia, pues, salvo una
constante aditiva ‘

H - - KS (8.3)

siendo K la constante de Boltzmann.

La constancia de la entropia viene ligada aqui a la ausencia de proce
sos irreversibles representados por las colisiones.

8.2. Propiedades del término colisional.

La forma (7.1) (7.2) del término colisional permite demostrar las si-
guientes propiedades,gf . [5], [10].

La expresidn
s> 3
ZJCd’\in(V)JU‘ (8.4)
&

es nula para las siguientes formas de la funcidn FK;(-U.)

(8.5)

51

®o

2) E;(;) = g;,do

(8.4) queda entonces

' 3
n, |G cj vV =-o (8.6)
-}

)

indicando que el término colisional conserva el nimero de particulas de cada
tipo

- —_—
b) ﬂf;(v):._ wm v
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es decir

- 3
;?j C:d w, Vli v CJ v =0

I (8.7)

indicando que la transferencia total de cantidad de movimiento (contando
todos los componentes) producida por el término colisional es nula.

P
- 4+ A ¢
c) %(’U’)_ ?y\d wm_ Vv
es decir

3
ZJC‘XLW\““%JUT_O (8.8)
ol 2z

indicando que la transferencia total de energia cinética producida por el
término colisional es nula. La energia ganada por unos componentes es
perdida por otros.

Estas propiedades seran utilizadas en el § 12 para obtener las ecua-
ciones de un solo fluido.

8.3. Propiedades de la ecuacibn colisional

La forma (6.3) de la ecuacidn colisional junto con la (7.1) (7.3) vy
las propiedades del § 8.2 permiten demostrar las siguientes propiedades pa
ra la ecuapién Colisional,i¥ . [s}, {10].

Q)
a) j? > O , permanece no negativa, propiedad “idéntica a la(a)
del § 8.1. ¢

_ (4l 3 3
b) 1, wEdxdv
&

permanece constante en el tiempo, es la conservacién del nimero de particu-
las Ny . Idéntica a (b) de § 8.1.

Las propiedades siguientes son vAdlidas exclusivamente en ausencia de
campos externos ( %f & 8.1)




c) La funcidn maxwelliana M (5.1) es solucidn estacionaria y estable

de la ecuacidn colisional en medio infinito.

Simultaneamente Rx(a dado por (5.2) es solucidn para P en las mismas

circunstancias.

d) Teorema H

La expresién (8.1) es mondtonamente decreciente

_EI_H__ < 0 (8.9)
dt

esta propiedad estd ligada al crecimiento de la entropia

SS - - K F{ (8.10)

causado por las colisiones, que son procesos irreversibles.
e) H es minimo para la funcidn maxwelliana (5.1)

f) Consecuencia de (c) (d) y (e) es que cualquier distribucidn tiende
a alcanzar en plazo méds o menos largo el equilibrio.maxwelliano. Es decir, en
ausencia de campos externos.

(1)
Liwn = (8.11)

ka0 o M

Esta Gltima propiedad, junto con las del § 8.2 sugieren la forma semi
fenomenoldégica del modelo de Krook (7.3) para el término de colisidn.

-

Las propiedades de conservacién (de masa, cantidad de movimiento y e-
nergla total) seradn obtenidas en el § 12 junto a las ecuaciones macroscdpi-
cas de un solo fluido.
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SEGUNDA PARTE. ECUACIONES MACROSCOPICAS

9, DEFINICION DE LOS MOMENTOS.

” 3 i . ” r -
La funcién de distribucidén de una particula g‘ (x,¥ ,t)(z) no es,
. / .
en general, medible, si lo son sus momentos de orden bajo respecto a la ve-
locidad, es decir, las magnitudes macroscdpicas.

Convendria, de ser posible, reducir el nlmero de variables de g& R
para ello se intentaran obtener ecuaciones que impliquen solamente a las
magnitudes macroscépicas (densidad, velocidad media, presidn, temperatura,
etc, ), es decir: las ecuaciones de los fluidos.

Segln los casos, convendrad definir para cada componente del plasma una
serie de magnitudes macroscdépicas: un fluido. Por ej. con un plasma de elec
trones e iones de un solo tipo, puede convenir considerar dos fluidos separa
dos, esto es recomendable cuando se tengan indicios de que las funciones de
distribucidén son muy diferentes para ambos componentes (p. ej. la temperatu-
ra electrdénica muy diferente de la idnica). Incluso, dentro de un mismo com-
ponente, puede convenir definir varios fluidos (p. ej. un haz de electrones
monoenergéticos junto a un fondo térmico).

Por el contrario si las funciones de distribucidén para todos los com
ponentes son similares (p. ej. cerca del equilibrio termodinamico), conviene
definir un solo fluido con densidades resiones temperaturas globales.

sy P y p

Cuantos mas fluidos se comsideren en el plasma, mds informacidn se
conservara pero, a cambio, mds complicadas seran las ecuaciones. La eleccidn
del némero de fluidos es pues una cuestidén de conveniencia dictada por las
circunstancias.

Recordando que la normalizacidn deéﬁﬂ ha sido elegida ( %f & 2) de

modo que
[paFedadv=V
e

(9.1)

o bien

e 4) (X7 )fxyﬂ' = Nd
ol

(2) se prescindira, en adelante, dellsuperindice (1) para .g Ef)



con :% ﬁd,
"\f

se definen los momentos principales, de la siguiente manera:

[rey{ e dy

4 1gﬁ({;3 2; -
j\f<?|§:%)é>?"

9.1. Momentos de orden cero. Densidades.

IQE(")’) = \ﬁg{

a) Densidad de particulas de tipo &
Y - 3
v Y o vi
L) -9 ( X ‘L*,cl:}clﬁ’
. : - &
S .
y se tiene evidentemente,%g. (9.1)

{ﬂa(;’, £y %=

Derivados de la mdgnitud anterior se tienen

a') Densidad de masa total

(62 ) v G =) T fﬁ
ﬁ t - mg{ne( | [~ - ] o 1
Ny [-=4

b') Densidad de carga total

)(g

(2 G S q = plieed 3
"\ 2 “:}:%\qu( ,é’) -:.'Z j_n’ V\M ‘f <r‘(' U”! t) J -
. < 7

" (9.2)

(9.3)

(9.4)
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9.2. Momentos de orden uno. Velocidad media

b) Velocidad media de las particulas de tipo

U (% k) =< v - f oo by 9.5)

< 0 o?t)

. . . . =
En algunos casos conviene referir la variable velocidad v a ese valor

medio, se tiene entonces la "velocidad fluctuante local' VW, del componente
oL
) w -t

7

W o= V- W

o 4

magnitudes derivadas son las siguientes:
b') Velocidad del centro de masas local
/“5’ ’5 —%
W ~7
SN E\N‘d\q&\/\,t) u'c( (X, E)
Sy
W] V)d(xlt)

[

UNA

- EMG U'f Q_-}('-')c{ (9.6)
g\mvy(xﬁ)o( o

b'') Densidad de corriente eléctrica total

21 n, (X, £) 9 C?,t) -

1l

I(?,&)

i

— -~ 3
Z 3& iy, (X,U’,f) J V- (9.7)
o



9.3. Momentos de orden dos. Presidn y temperatura.

I
Yiv)y= v v

¢) Tensor presidn cinética.

Se define mediante el producto diadico

=2 — - S T = D 3
ﬁ_((;?le) <V, Ny (G"&d)(v'w“lﬁ( (,\/,'U',(T)AU’ (9.8)

que es, evidentemente, un tensor simétrico de segundo orden.

Se puede comprobar facilmente que, multiplicado escalarmente por un
elemento de superficie dirigido, da, en direccidn y sentido, el flujo de im

pulsién debido al movimiento de las particulas.

—

Notese que (9.8) ha sido referido a la velocidad media wu, de cada

componente .

Si la distribucidn es isotrdpica fd depende solamente de ]?1 y WF; es,
entonces, un tensor diagonal

%i( =T, E (9.9)

siendo jr el tensor unidad y py la presidn ordinaria.

Si existe un eje de simetria, tomindolo como eje OZ,]P; resulta diago
nal

[
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En cualquier caso, por su simetria,]P& es diagonalizable localmente
aunque, en general, los tres elementos diagonales seran diferentes.

Conviene separar'E;~en una parte escalar y otra sin traza, para ello

se define

c¢') Presidn escalar

T«:% 7: Pa(

(9.10)

que es el lnico escalar que puede ser definido con ese Gnico temsor y que

ademis coincide con (9.9) en el caso isbtropo.

c'') Tensor de esfuerzos, es la parte sin traza del tensor igli

_H:x ~ ]Pd - ;r& :ﬂ: ' (9.11)

Si no hay isotropia L « Posee tanto elementos diagonales come no dia
2

gonales.

c'") Temperatura local de las particulas de tipo f—. Se define a tra-
vés de la relacidn habitual con la energia cinética media.

kX By= ¢ 2w, (D-UD'D>

<

es decir

A z > 3

k [ (k) =4 W Vs \X/xf (X, v t) Jv (9.12)
“ 3 0, (Rit) =

y se tiene por las propias definiciones (9.8) (9.10) (9.12)

(9.13)

Tf}?'“ v, S8 K Re
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nbtese que esto es una consecuencia de las definiciones, no es una ecuacidn
de estado, esta (ltima deberia incluir junto a la presidn cinética otros ti-
pos de presiones: la dindmica (originada por las fuerzas entre las particulas)

v la de la radiacidn. '

9.4. .Momentos de orden tres. Flujo de calor

S >
Y(3)~ v U

—

Solamente definiremos el vector "flujo de calor!'que no es otra cosa que
el flujo de energia cinétich fluctuante.

=5 _ > - 3
Q.;L (X-i é>: —3{'- YL( Wiy we( w: \fd (}?}’D‘, t )CXDJ (9 14)
* J

Asimismo podrian definirse otros momentos mas complicados (triadas, etc.)

La manera como se han definido ]EA y Ty y‘Eix (con relacibén a V ~ Ux )
es la adecuada para una teoria de varios fluidos, tantos como componentes, y
es la que conviene emplear lejos del equilibrio termodinamico, cuando cada com
ponente posee temperaturas y velocidades medias muy diferentes. Sin embargo,
si estas (ltimas magnitudes son parecidas (cerca del equilibrio), conviene de-
finirﬂz, Td s ¥ 6:« con respecto a una velocidad comin: la del centro de ma
sas‘ﬁ,ﬁg. (9.6); esto es lo que se hace en las teorias de un solo fluido -
(§ 12), en este caso los valores para cada componente pueden sumarse para
obtener presiones y flujos de calor totales.
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10. ECUACIONES DE LOS MOMENTOS.

Las ecuaciones a que obedecen las magnitudes macroscdpicas defini-
das en el § 9 se obtendran multiplicando la ecuacidén cinética colisional m
del plasma (6.3) por la funcidn adecuada de la velocidad ¥ (V) e integran
do a todo el espacio de velocidades.

La ecuacidn cinética

-y ,‘-‘P_‘_ - - -
/Bfi(x’i}?'&)_‘_;.?_{‘i +z‘.’.‘.. E (X1€)+EXBT()?;{-’) '—?—ﬁi: C’d .
2k 2% Wy < 3 (10.1)

con Cy de la forma (7.1)
-

C.--2_ 4,
X

Sea ahora 4

R f()?,l?l f)’{f(;jJW

KTy -2 - =
-’ Jf(,‘?ﬂ?‘t)gv

G, f,ﬁ( bd Jab“

0, (K E)

I

(10.2)

Multiplicando (10.1) por ¥ (V)m, e ignorando sobre el espacio de veloci-
dades, como ?,‘3 y t son variables independientes se tendra (3

3 > T4

3 . . .
(3) Por simplicidad se supone Y escalar, si posee otro caracter tensorial es
facil reproducir el resultado correcto.
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'Bx 2%

fn Y(T) V. 2 év: _?;_.'[ ﬁﬁ‘if(?);\f J%v]:
o

-0 [n (X, £) < ¥ Y(v)>]
'ax .

(10.4)

Por su parte, al ser ET(EZ t) independiente de V resulta

JE‘}; £). 'B% v, Yo dv
» oV

AEfrakd A (2] -

ST R AR e

(10.5)
El primer sumando se anula en virtud del Teorema de Gauss si
. 2
L ""j’ G
[ o
que se supondra verificado.
Por su parte en
_ > TT > 15&’ i
A [v-, Bext)] ot Yy d v
oL
oV (10.6)

como el producto mixto implica componentes distintas para los tres vectores

7, }v [(WB )f]’i’(«no} -

resulta:



_ - > BT 7 ([0 B ¥
Ay | 2o [ BJ&YJV 0, ]fo >

y el primer término se anula por el Teorema de Gauss si

Livn B2 "Y(U’) f

|l o2

quedando para (10.6)

-——Y\&(?/% [UXB :’

con todo e€llo resulta:

i{,_

3{?

“%’E'(Y\d<y )+2 (e <U’Y>) ? E

—

S N T] Y
o < >= U ,,a;

. 7 . . 2 . . ~
que es la ecuacidn general de los momentos. La condicidén suficiente de va-

. 3
} :%m E”({;) C;;(CJQ‘J’ ‘ (10.7)
&

‘lidez es que

Lim v3 “‘i’(fv’)]f

|F-»e

que es equivalente a la de existencia del momento de orden inmediatamente
superior, es decir a la convergencia de la integral

v W) j i
of

. . d .~ -
Ahora basta con sustltulr'%f('v) por la expresidon adecuada y dispo-
ner de un modelo para el término colisional para obtener las ecuaciones bus
cadas.
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10.1. Ecuacidn de continuidad

En orden cero ¥ (¥) = 1

-2
entonces (D‘i}: =0 y como (. _"B .
o gyt
resulta "
_ -5 3 - - _ 3
N Cd‘i’(v)év: ~ Ny Ef(v'):{;» L dv e
& \
g 3 3
- P)
- Ny, 0. ‘%"J)J};-+n J___}_r_, v=0
- = ol oL 3T
Vv

el primer término se anula en virtud del Teorema de Gauss si

Lim U ¥ | 1 T)=0

\W{-reo

S
que se verifica para W (v) = 1, el segundo término se anula idénticamente
en este caso.

La anulacidén también puede comprobarse aplicando la propiedad (8.6) de
Ca .

Con ello (10.7) queda, habida cuenta de las definiciones del & 9,

v >
22%%1@_ 1 V~(Y\°(<>Z(:)zdc’<,t)):0 (10.9)

que es la ecuacidén de continuidad para la densidad de particulas que también
puede ponerse en la forma

[EEEROE————

- = 5
DY!;(;(,H +n«(26) V~U.°(CX;{:):0 (10.9")
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siendo el operador la derivada convectiva

D 2 {_3.02___;
Dt 2T 2 X

Si se multiplica (10.9) por m« vy se suma sobre todos los componen-
tes, resulta la ecuacidén de continuidad de la masa

IINCCADIYA (&f)zc?i{]

(10.10)

Mientras que, multiplicando (10.9) por q« vy sumando , se obtiene la ecuacibn
de continuidad de la carga

9 q(Xit) L V. ;(Zt} (10.11)
ot T

10.2. Ecuacidén del "movimiento"

Para orden uno S? (V) =m, 4V, resulta sustituyendo en (10.7)

-
md%g(w@<;§>.+2§¢Ok<vmv¥m)»
- - - 3>

_%Q{Y)“(Er.g.%?‘_ > B >= KQJ\,

(10.12)

Siendo

— 4 3
M Ny |V Cx C)U-

ey
ni
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Recuerdese que en virtud de la propiedad (8.7) del término colisional,

Z Kd = O (10.13)
o

que, como ya se ha indicado, expresa que la impulsidén total intercambiada por

se tiene

las colisiones es nula.

En el caso particular del modelo de Krook (7.3)

Ce(—:___))[{ "'\f ] .
of o B (10.14)

resulta
K ) ) (X - W)
Q(:- Y’\@(YV\Q( d(&( o (3 (10.15)
&
con \n
A2
Qq — SR
$ Z\N\b,‘nb,

Por otro lado el producto diéddico

<([3-2,T+ TH([B-LT+ Ty =

< (B-WH(F-Toyy + U U,

- -
<V U

i

"t

o<

por lo que (10.2) se convierte en,cg (9.8)

-
w1 :EL_.<VWQ(Ez; :).y ;Eé;.,<glg Cza_LLd > Wi, =
ox
- - - -
—-d‘ﬂd(Era}-,%ix BT‘)-{—V;E&: Ka

que habida cuenta de la ecuacidén de continuidad (10.9) resulta
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- - - , ~-» -
Y‘&Cx,fc)md.%:.ud@, £) 5 viemg eV UL, -

-> = . -3
_Y\q?d(ET_g.._U‘éﬁ_xéT).%V“ 2&: Kc(

(10.16)

donde puede ponerse
V-, = v? -
Ee(_. 9 + Vv "

- V(WdKTd>+V° Hu (10.17)

el primer sumando corresponde a la fuerza debida a la presidn escalar, el
segundo da cuenta de efectos de '"viscosidad".

La ecuacidn (10.16) permite obtener la variacidn de la velocidad con
4 b . a4 -
el tiempo en funcidén de las fuerzas electromagnéticas, de presion y de K4
que juega el papel de una fuerza de friccidén debida a las colisiones,if

(10.15) . La ecuacién (10.16) es la del movimiento del fluido o, en otros tér
mincs, la ecuacién de variacidén de la impulsidn.

Puede ponerse también en la forma

- - - -
D Uy ET Ua B—r)
Wi, Ny ST =3, y = ~

—
_ Y. K
_vp v.H, + K_

(10.16")

10.3. Ecuacidén de la energia

Para orden dos ¥ <;}>) =% my v2
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Resulta entonces de (10.7)

%E(W"" <__:__ m, 2 i(_) + :_3:.(\;)&<%w}“vz ’l—;z >/

X
>
.-.?V\ E'u'u("'Hc!
174
donde 43
4. T 2
HMEE\’Y\&V\"( ‘U"Co\, U

(10.18)

vy segin la propiedad (8.8) del término colisional
ZHQ(::O
<<

indicando que no hay transferencia global neta de energia cinética er las co
lisiones.

Para el resto de los términos como

- -2
<qun%; = Lkbg
se tiene
-
4. 2 i s B 4 2
<"E’°Mc€vz:<szucv LL“‘!) >+1—V\/’ldu,°4:

uz

o

:%KTc( +$—W\ct

~y por otro lado (utilizando el convenio de subindices repetidos, i y j son
ahora las componentes vectoriales)

4()’15?
d‘>

}

’ ' > - - ~p = _
= <UL U 5> =<(\)U+LL)C<VJ+LL)‘.(W+LLJ)>:
= < W W %)+<W;\Y/¢>U~dx+<wﬁ%>uc+

+ W <\X/;\Xé> + U, («(;L{é
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Es decir g§9 (9.8), (9.12), (9.14).

-3 - — 4 -5
don <0* Ty - & 3, 2P0,
3 - 2; — v CQ¢L + z o A+ ﬂg{ o =

-2
4 2
+ = Mg Uy Y
2
Con todo ello (10.18) queda
2 4 2
—_— iv\akt r — N Mg W +

15{: 2 <

o smnaut )T
+V° (—g—\ndk °’+-é-—m¢n°&("i’d)u°<+

- - =
+Q¢<+IE<‘U'u -?n&E.ud: Hd (10.19)
(=29

que es la ecuacidén de conservacién de la energia. El primer término da la

variacibén en el tiempo de la densidad de energia térmica y de movimiento del
fluido, el segundo el flujo de energia térmica, de movimiento, el debido a

la "conductividad calorifica" ( V. Efd), y el trabajo realizado por las fuer
zas de presién y viscosidad ¥V .(P,.TWs4 ), el término siguiente es la energia
suministrada por el campo y, finalmente, el segundo miembro H, es la energia
suministrada al componente A en las colisiones.

Habida cuenta de (10.9') y (10.16') la ecuacidédn (10.19) puede ponerse,
tras un calculo trivial, en la forma

-5/3 - > >

~-5/3
% T e :%“N Hd~u°4'(<e4" V‘Qoi (10.19")

Hasta ahora no se han efectuado aproximaciones, por lo que las ecua-
ciones (10.9) (10.16) y (10.19) o sus equivalentes (10.9') (10.16') (10.19')
son exactas.,
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Ese conjunto de ecuaciones no es completo, para cada componente del
plasma, hay 5 ecuaciones escalares (1 de (10.9L4§ de la ecuacidn vectorial
(10.16) y 1 m&s de (10.19)) para un total de 13 incbgnitas (1 de n, , 3 de
-2 . .

Uy, 1 de pa, o lo que es equivalente de T, D de las componentes indepen
dientes del tensor simétrico sin traza T7_, y 3 de Q4 ). Hay mis incégni
tas que ecuaciones.

Si se amplia el nimero de ecuaciones, haciendo intervenir momentos de
orden superior, el ndmero de incdgnitas crece mas rapidamente que el de ecua
ciones, el Unico modo de conseguir un sistema cerrado consiste en efectuar
aproximaciones cortando la serie de momentos. Esta es una situacidn similar
a la que se presentaba con la jerarquia BBGKY (<¢f & 3) aunque completamente
independiente de aquella, la serie de ecuaciones de los momentos no se cierra
independientemente de la inclusidén de términos colisionales.

Si se reduce el n{mero de ecuaciones a 4 (la de continuidad y la del
movimiento)aparecen entonces 10 incégnitas, sobran 6 (que pueden ser las com
ponentes independientes de P4 ). Si se mantienen las 5 ecuaciones, aparecen
13 incégnitas, sobran por lo tanto 8 (que pueden ser las componentes de TL y

Qo ) -
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11. ECUACIONES DE DOS FLUIDOS.

La manera habitual de cerrar las ecuaciones anteriores consiste en
despreciar los momentos de orden superior o en establecer relaciones fenomeno
logicas entre los superiores y los inferiores( p. ej. a través de coeficien-
tes de viscosidad o de conductividad, etc.). Se citaran aqui solamente algu-
nas de las aproximaciones més utilizadas.

11.1. Plasma frio. (M'cold")

La aproximacidén de plasma frio consiste en suponer la temperatura
suﬁipientemente baja para que todos los momentos de la velocidad fluctuan-
te Wq (c% . § 9.2, (9.8), (9.12) y (9.14)) puedan ser ignorados.

Esto implica que las velocidades térmicas sean muy inferiores a las de
desplazamiento y que, en la propagacidén de ondas, sean también muy inferiores

a la velocidad de fase &

Por lo tanto, esta aproximacidn sera (til para el estudio de ondas

si
KTd w ? (11.1)
o << =T
™, k

El primer miembro es. el cuadrado de la velocidad térmica viph, el se-
gundo en el de la velocidad de fase. La aproximacién serd Gtil para ondas
de velocidad de fase elevada, p.ej. dard resultados satisfactorios en la
prediccidén de las frecuencias de corte de las ondas. La zona de validez

estid representada esquemadticamente en la Fig. 11.1.

Si ademds la frecuencia @ supera la de colisidn %= 3 U”% -
( %ﬂ_é 6.1) los términos colisionales K4 y H, pueden despreciarse.
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We -.
3 ~ PLA%%&A Caio
'/ Colisionat
1 |

!
A A
0 A 4 K
Ap 3%
Fig. 11.1

También es valida la aproximacidn, cuando la presidn térmica (escalar)

es muy inferior a la magnética, es decir

(11.2)

—

’ia\nﬁ(KTe(<< —:B-—Z

en presencia de un campo magnético intenso y muy baja temperatura.

Por tanto las ecuaciones del plasma frio colisional se obtendran igno
.rando los términos en IP, (momentos de ordenZ de W4 ) en la ecuacidn (10.16),

’%:‘: + Vo(n U )=0

" es decir

- g - -
RAAALR DU o Vlﬁ (ET+ E&S_}zBT)-%- K“ (11.3)
- Dk e c




donde ET y BT verifican las ecuaciones de Maxwell (6.2) y el término COllSlO
nal Kq adopta la forma (10.15) para el modelo de Krook.

Las ecuaciones para el plasma frio colisional (11.3) forman ya un sis
tema cerrado (%4 ecuaciones con 4 incégnitas, prescindiendo de los campos).

Si se verifican ademé&s las condiciones de no golisionalidad,~gé puede
ser ignorado em (11.3).

11.2. Plasma templado ("warm'')

Un paso mds avanzado en la inclusidén de efectos de temperatura, con-
siste en conservar el momento de orden inferior, es decir la presibn escalar
pg (o la temperatura). Con esto deberd incluirse en (10.16')¥Y px pero no

Y« yern (10.19') se ignorara Q y la parte de IF, no escalar. Las ecuacio
nes quedan entonces

.—5
13 w°£ 4 VWQ(‘]® ka
Dk

—%>

m%:D 02 (BT B XB)V?:+K

ol

(11.4)
-

- - -
D .
ACANPE S R

-2
T=3

que son las ecuaciones para el plasma templado colisional (5 ecuaciones con
5 incégnitas).

La zona de validez de estas ecuaciones no esti bien determinada, p.
ej. no siempre es coherente despreciar los términos diagonales de T7 fren-
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te a p4, en especial en presencia de un campo magnético (g# §' 12.6), por
lo que esas ecuaciones deben ser utilizadas con precaucidén y no deben esperar
se de ellas més que resultados cualitativos. "Grosso modo" puede decirse que
pueden utilizarse sdlo para velocidad de fase superior a la velocidad térmica

(cf. Fig. 11.1).

z v 1 2
@ > X = ’O:H\ (11.5)
L= WMy

En el caso no colisional (w > gwp) la tercera ecuacidn (11.4) adopta

la forma
- ,}
%D_E qzx n,)=0° (11.6)

con Yy = 5/3
que es una ecuacién de estado correspondiente a la compresibén adiabatica de
un gas perfecto tridimensional. '

En razén de la incertidumbre en la validez de (11.4) y la simplicidad
de (11.6) se acostumbran a utilizar las ecuaciones (11.4) con la Gltima en
la forma (11.6) con y tomado como un pardmetro fenomenolégico. P. ej. para
el estudio de las ondas propias del plasma (las longitudinales de frecuencia
cercana awp) y = 3, (11.6) es entonces la adiabadtica de un gas perfecto mo-
nodimensional. Para frecuencias muy bajas yz~ 1. (11.6) es una isoterma,gg—.
(9.13), etc.

En conclusidn, los efectos de temperatura s6lo pueden ser tenidos en
cuenta correctamente utilizando las ecuaciones cinéticas, bien la de Vlasov
bien la colisional (segln las circunstancias,gﬁ § 6.1); las ecuaciones del
plasma templado deben ser utilizadas con suma precaucidn.
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12, ECUACIONES DE UN FLUIDO.

Cuando las colisiones son predominantes

W
W< g~ 3 7 (12.1)

durante un periodo de la onda tienmen lugar gran nimero de colisiones, las
particulas tienden a adquirir un equilibrio termodinémico comln en el que
la temperatura y velocidad media de desplazamiento seran similares para to-

dos los componentes.

12.1. Momentos.

En estas circunstancias conviene definir las magnitudes macroscdpi-
cas con relacidén a una sola velocidad comlin, la del centro de masas (9.6).

—
= (12.2)

U=

2 M N
]

con ello el tensor presibén (9.8) y el flujo de calor (9.14) quedan ahora

definidos por

CC,M)-% _ N - - N 43
?o( (X,t): ms(v)d (U—_LL)CV'-U.)\{(X)U‘,\L:) s (12.3)
o
la presidn total es
. SO
ECX>,H=Z E, CX.T(:) (12.4)
£

mientras el flujo de calor es

2> (M) . - - -2 = - 3

Qd xt) = wmn, (L) (v- W) SX,U‘,HQ!‘O’ (12.5)

El resto de las magnitudes globales utilizadas son:
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Densidad total de particulas

V‘(’?)U:Z N, (X, &) (12.6)

Densidad de masa

@QE)’-Z%%(’?“ (12.7)

Densidad de carga

?C’?;(?):Z C;.dnd C;’,t) (12.8)

Densidad de corriente

TR <) 9w @O0 0L (29
[ED=) L0 AOT,

of !

Flujo total de calor

5()—86):2 Qﬁ (?,E\) (12.10)

-4

Temperatura cinética comin

(X £) KT(}?){): 4 ‘{: E(?’{-) (12.11)

3

12.2. Ecuaciones de los momentos

Las ecuaciones de los momentos se obtendran ahora a partir de la forma
general (10.7), teniendo en cuenta las definiciones del § 12.1.

Asi (10.7) para\f = 1 conduce a (10.10) y (10.11) que se mantienen

2§ Lo l) =
St v

-5
’93 + V'é = O (12.13)

't
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Para Y (v) = mdxvose obtiene (10.12), es decir

> r 2 v
md_(__a_e_(w&<vz)+_5_§.<m&ku< d)

—

-,

-
g (BT T BT)= G

(12.14)

. - — < N
Si W= V-u, COmo W)

Uy - U se tendrd ahora
—> - S . 5
<§;\f > =< W+ W) ( +LL)>°!=4\>{/\)</>%+
- - —» > — > -5 =% =D
4 U <SW < Wi, Wb WU — e W Wy, + Ut
= > -5 =2 P B - =
P UL U~ :Ex +u.d‘u\+uua..uu
W Yy
con lo que queda
»—; - - z&-b
.mez':g'g("\qu-Q +V°[V‘/ldv"g(qau—+ o =

O —
_..-iai)] “?G{V‘lc‘,(ET* ('éd %BT)_%'Vo ,Equ Ku (12.13)

Si ahora se suma para todos los componentes y se tiene en cuenta
(12.2), (12.7) y la propiedad (8.7) de C4 , es decir,%?

y R

. (10.13)

resulta
- -
> - - -5 _ T—- 4 = ET' °E: o)
S—L:_Cgu)“-ve(gqu-) ﬁE Zg:ékx ]-&-V (12.16)

y utilizando la ecuacidén de continuidad para (12.3) queda finalmente
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(12.17)

que es la ecuacidn del movimiento en la teoria de un fluido.

12.3. Ley.de Ohm

Si en lugar de sumar las ecuaciomes (12 15), las multiplicamos primero

'y sumamos luego, queda,€¥ .(12.9) (12.3)

2. v [T . 3F-qad]() Lo )E

o>t

- | ?“d ) B +£ V};VF&~

&4

por

R

—>

22 j;: Kv( (12.18)

={

Si se toma para el término colisional el modelo de Krook se tiene,

un céalculo fécil,%¥(10.15)

tras

—>

E > T
25 Ka= 2y et

La complicada ecuacién (12.18) va a proporcionar, tras algunas simpli

ficaciones, una ley de Ohm generalizada.

Para ello, con el fin de simplificar, vamor a suponer un plasma hidro-

genoide (q, = + e, -e) en el que

My =< We (12.19)
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Ademds supondremos que se intentan observar exclusivamente efectos
macroscépicos que suceden en dimensiones L muy superiores a la longitud

de Debye.

L >> >\—» (12.20)

es decir, %?.(5.3)

>4 us

en este caso se puede suponer
—§
i(x,ﬁ) Plle) (neutralidad macroscdpica)
ya que en un plasma los potenciales de las particulas quedan apantallados

a distancias superiores a Ap

Es decir se tieme n, =2 nj
o més cuantitativamente

Ve ~ M << 1 Si‘ L‘>>’>:D
Vs (12.21)

=

con todo ello queda para (12.18) tras un calculo trivial pero laborioso

—
ET- Eng__ Wi, meﬂ§+mzwe 29
TeT T T get ot
->—> - = -
L Me W V(éu"*’“é) " éxBT +

o | (12.22)
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.2 red - . : - .
que es una relacidn entre j y los campos, junto con una serie de términos de
interpretacién complicada. Esta relacidén es una ley de Ohm con conductividad
- 4 k3 .
(inversa del coeficierte de j en el primer término del segundo miembro) o

dada por
e*¢ e* Ve
o5 = 55— (12.23
Wi, W, ¥ Vg ¥ | )

Para bajas frecuencias pueden despreciarse gran cantidad de términos,
[1] l7}. Asi, si L es una longitud caracteristica de la distribucidn,
V una velocidad y w una frecuencia caracteristicas, un analisis dimensional

inmediato muestra que pueden despreciarse los siguientes términos en (12.22)

2
. -y — C‘L)ﬂ
El témino "Hall" [Jx 3] si 2 "€ <« (—\—/—- )
Cb;‘; -

2
El de V. T si w<<(\/>
o 1 c
- LT (12.24)
(28
El de 06 si —_— & M
2t *p <
2
Los términos en j u si S << | P 4
&2 C
P
—%
) : . eld .
Ademas la corriente de desplazamieinto Z. ——. puede despreciarse en las
.ecuaciones de Maxwell si L 2 c ¢
(:uJ >‘<< 4
C
, es decir si
N o4
c

En estas expresiones {1, y L ; son las frecuencias ciclotrénicas de

electrones e iones, respectivamente.

0 . 3B

= - (=
Ny

Si todas estas condicicnes se verifican simultaneamente, la ecuacidn
(12.22) queda (para bajas frecuercias y dimensiones macroscdpicas) en la for-

P

ma
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3: (E

0!?&
o

—-{

S’

(12.23*)

que es la forma habitual para la ley de QOhm.

Si, ademds ¥ es muy pequeiio (recuerdesé que V¥ es del orden de la
frecuencia de colisidén gtp, Q§:§ 7.4) entonces, segin (12.23), la conducti-

vidad es muy grande, es decir
J—sco st WS jw}’

y entonces la ley de Ohm (12.25) queda simplemente en la relacidn

-
N

-i—

2>

< = O

olFy

Debe notarse que las condiciones (12.24) pueden ser incompatibles
entre si, por lo que en circunstancias normales algunos términos de (12.22)

’

deben ser incluidos.

12.4. Ecuacidén de conservacidn de la energia

Por su .arte la ecuacidén de los momentos de orden dos se obtiene toman

Yy = £ = W, aa

do

en (10.7). Procediendo de modo idéntico al del § 10.3 en la obtencidén de
(10.19), sumando las ecuaciones para todos los componentes y teniendo en cuen
ta la propiedad (8.8) para el término colisional, de que, ¢§¥. (10.18)

5 H,-
(_TE-s-—-g )‘f—V[(i +

- - > -‘F-r
+i‘§ua)a + Q@ + EJ/L ~3E = © (12.25)
2

se obtiene:

que es la ecuacidn de conservacidn de la energia
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Por otra parte, de las ecuaciones de Maxwell para los campos internos

(6.2) X -
Ef__+ 2%
=1 - gl
Ve B = an é + i‘. °
< S 2t
resulta

’j’('_()l é(‘l) ¢T) ‘\‘3(1) > '>CI)
’ie[{: "“En]‘*CV[E rdoE =

con lo que la ecuacién de consarvacién de la energia (12.25) queda en forma
muy sencilla en funcidén de la densidad de energia de los campos y del vector

eIz = 2
2 | swk ]t ouwr E B
—_ | = + - € + + +
~E | @ 2 3T 3T

2Ty e
.V [( ok Ty gw)(,.,+_c__[e 87,

411

de Poynting

~——p

g -7 =
J(Q 4 °LA- () é);'
de interpretacién obvia.

Debe notarse que esta ecuacién asi como (12.25), (12.17), (12.13) y
(12.18) son exactas, no se ha realizado ninguna aproximacibn, al contrario
que en la ley de Ohm (12.23") que solamente es valida para bajas frecuencias

y longitudes largas.

Operado ahora de modo andlogo al del § 10.3 para la obtencidén de (10.19')
1a ecuacidén (12.25) puede convertirse en la

-5/3

(?ﬁ 3’ 56»{(?*?@)”(?

+%X§T)ﬁ\7a 5}

—
s
(3]
(3%
(o))
~—

equivalente a la (10.19') para el caso de un sclo fluidc.
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12.5. Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica (MHD).

—
Suponiendo despreciables los momentos de orden tres |Q| == o

y limitando la observacidén a efectos espaciales macroscépicos L » Ny,

se tiene,g} . (12.21) q a~ O. Si ademéds consideramos frecuencias suficien-
temente bajas para que (12.24) se verifique, la ley de Ohm aparecerd en la

forma (12.23').

Con todo ello la ecuacidén (12.26) se convierte en

~5/3 72

~5/3 K
D 2 g
57‘;‘(?@ )=%¢ =

(w:4<w? ; N s»)gp )

Con ello quedan las ecuaciones de la MHD

Y
RN 7. =o

i

V)< §‘r 41 -g>

14 ecuaciones escalares con 14 incbgnitas.

(12.27)

(12.23)



Se observara que se ha suprimido la corriente de desplazamiento en la Gl
tima ecuacién de Maxwell. También se ha suprimido el término V. T en la ecua
cibén del movimiento (la segunda), esta supresidén es menos plausible pues hay
muchas situaciones (p. ej. anisotropia creada por un campo magnético intenso)
en que debe aparecer. Su contribucién puede tenmerse en cuenta ligando M me-
diante un coeficiente de viscosidad semiempirico a los gradientes de la velo
cidad. '

"Grosso modo'" las ecuaciones (12.28) pueden considerarse adecuadas para
frecuencias bajas y largas longitudes de onda, es decir para movimientos len
tos globales del plasma, situaciones en las que éste se comporta como un flui

do conductor ordinario.

A muy baja frecuencia también se puede tener en cuenta el término V. Q
-
de (12.26) mediante un coeficiente de conductividad que ligue Q con el gradien

te de temperatura.

Para el caso de conductividad infinita (12.27) queda en la forma de

ecuacidn de estado

-¥
—*(%Q >-.:O - X:% (12.29)

3

adiabédtica de un gas perfecto tridimensional. Por las mismas razones expues
tas en § 11.2 para el plasma templado, conviene mantener la ecuacidén (12.29)
con un valor de ¢ elegido 'ad hoc'", se tienen entonces las ecuaciomes de la

MHD. Ideal

+ Ve (@lﬂ-)

S "%"r)
g v +—-—({§f‘< ™
3: Q%&

( "‘*”C'?) ‘gw) | | (12.30)

)=

-2
BT - 4n 7
CA

i) v O
v i~
S?\!r

X

X



la penGltima ecuacidn deriva de la combinacidén de la ley de Ohm con conduc-
tividad infinita

-3 =D -p
VX‘E (T‘)” ’_é_ S B
T e Dt

Las ecuaciones de la MHD.ideal contienen 11 ecuaciones escalares
para 11 incégnitas (&, d, p, Ebyﬁg), son mAs sencillas que las de la MHD.
(12.28) pero, a cambio, su limite de validez es mucho mis restringido. En
principio las ecuaciones de la MHD.ideal (12.30) valdrian para frecuencias
bajas pero superiores a la de colisibén y ondas largas, es decir

? @J%D << W << Gp

N vy S

(12.31)

regidén que puede ser muy reducida.

En cualquier caso estas ecuaciones deben ser utilizadas con precau-
cién.

Las condiciones de validez de las ecuaciones de fluidos son fuertemgg
te dependientes de las circunstancias. Existen muchas otras situaciones que
requieren aproximaciones especificas. Para terminar citaremos una de ellas,
en donde el campo magnético ocasiona anisotropia en el medio.

12.6. Teoria adiabatica doble.

En presencia de un campo magnético muy intenso y a temperatura no des
preciable, ¢ . (11.2), el tensor presidén ya no puede considerarse isétropo.
Si el campo posee un eje de simetria el tensor puede adoptar la forma . -

(<f- & 9.3)



. 'F‘L_ o O
? = O ’B_ o
o 0 11‘ (12.32)

Si el campo magnético es muy intenso el radio de Larmor (4 es muy
pequefio. Es decir se tienen las condiciones:

YL, &(AQ ) Y‘; << L‘_L (13.33)
siendo A¢ la "longitud de colisidn"

VUt Vi Ao

-

Ve 3 cu? %
y L) las dimensiones caracteristicas del medio en direccidén transversal al
campo.

En estas circunstancias, supongamos que puede considerarse que -
=

Q = o

—
nétese que Q) es nulo a causa de que todos los movimientos perpendiculares al
campo magnético estan inhibidos.

Entonces, si con ayuda de la ecuacién (10.7) se calcula la expresién

4.

- 2
.-VV’I&<(UZ)> (sin sumar sobre i)
3 x

resulta para i = 3

D /7 Bz>=©

mientras que para i = 1 y 2,sumandoy teniendo en cuenta que las colisiones
son raras, en virtud de (12.33), y que por lo tanto ¢~ —s o0 resulta

ié—(?é)f’o (12.35)

(4) VL.. Jz_u ﬁ'Eg es la frecuencia ciclotrdnica.
n ~ wac
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Se obtienen asi dos "ecuaciones de estado" separadas para los com-

ponentes longitudinales y transversales de la presidn.

Esas dos ecuaciones, junto con la ecuacidn de continuidad de la den-
sidad (12.13) y la del movimiento (12.17), con el tensor JP de la forma

(12.23), constituyen la teoria adiabidtica doble también denominada de Chew,
Goldberger y Watson.
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13. RESUMEN SOBRE LA VALIDEZ DE LAS DIVERSAS APROXIMACIONES. CONCLUSION.

13.1. Condiciones de validez de las aproximaciones.

Se resumen aqui, muy esquemAticamente, estas condiciones, insistien-
do en su caracter meramente indicativo.

Ecuaciones (6.1) (6.2)

Frecuencias muy superiores a la frecuencia de colisidn, longitudes
de onda muy superiores a la longitud de Debye multiplicada por el parametro

del plasma g. -3/

w>>3w?~7§7—

4
A g
b5 3 Ap 2o
>3 T
Vease Fig. 6.1

b) Plasma frio colisional. Ecuacidén de dos fluidos (11.3)

Ondas de velocidad de fase elevada y temperatura baja

\

w KT)/Z'
% >> N

o bien, campo magnético elevado con temperatura baja..

2

\I\KT<< ._.._B_...
£n
Vease Fig. 11.1

Ecuacidén de dos fluidos (11.4)
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Baja temperatura, velocidad de fase elevada, superior a la térmica

-EJ—->< !<T>'/?>
™

Resultados poco fiables.

d) Ecuaciones de la MHD.

Ecuaciones de un fluido (12.28)

Baja frecuencia. Ondas largas

(0.9 W)
<< P

)\ 7>>;>\p

e) Ecuaciones de la MHD.Ideal

Ecuaciones de un fluido (12.30)

Conductividad infinita. Ondas largas. Baja frecuencia pero muy superior

a la de colisidn

A >s

3%’?44 L < w,f,

f) Teoria adiabitica doble. Ecuaciones (12.34) (12.35)

Campos magnéticos muy intensos. Radio de Larmor muy pequefio frente a la
longitud de colisidén y dimensiones transversales. Frecuencia elevada

Ao

3
‘“>>—§2:ﬁ8 “"">>ng

YW < 2

13.2. Conclusidn.

Por Gltimo debe tu¢nerse en cuenta que un tratamiento macroscdpico en-
mascara parte de los fendmenos y puede hacer aparecer otros inexistentes.



Asi, las ondas sonoras idnicas predichas por la teoria de dos flui-
dos (plasma templado) [1}{7], no existen en la realidad més que cuando la
temperatura electrdnica es muy superior a la idnica, la razbén es que en los
demds casos hay una atenuacidn muy fuerte (amortiguamiento de Landau). Esta
atenuacién estd presente en muchas otras ondas y depende fuertemente de la
distribucidn de velocidades de las particulas, queda por tanto emmascarada
en una teoria de fluidos.

Por el contrario, algunas ondas realmente existentes no son predichas
por las teorias de fluidos, p. ej. los "modos Bernstein' [5] (ondas longi-
tudinales de propagacidn normal al campo magnético de frecuencias armdnicas
de la ciclotrdnica de los electrones).

Afn es més critica la situacidn con respecto a las inestabilidades;
mientras las hidromagnéticas son predichas por una teoria de fluidos, por
el contrario las microscdpicas, que dependen de la distribucidn de veloci-
dades, no lo son en general.

Lo mismo sucede con las evoluciones de estados hacia el equilibrio
termodindmico o con los diversos coeficientes de transporte.

Solamente mediante la utilizacidén de las ecuaciones cinéticas puede

darse cuenta rigurosa de todos esos hechos.
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