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1. INTRODUCCIÓN.

La disponibilidad de un código flexible de transporte
de plasma constituye un factor sumamente valioso para un labora
torio de Física del Plasma, tanto por su capacidad predictiva -
permitiendo determinar la evolución espacio-temporal de las prin
cipales magnitudes del plasma que se van a producir en cada ex-
periencia concreta, como desde el punto de vista del diagnósti-
co permitiendo calcular, a partir de datos experimentales, coe-
ficientes y parámetros que caracterizarán su comportamiento [24].

Una prueba de la utilidad de este tipo de códigos la -
constituye el hecho de que, desde el mismo momento en que se ini
ció el interés internacional por los Tokamak (1969) comenzaron -
los trabajos para el desarrollo de códigos de transporte adapta
dos a estos aparatos [2J [3] . Desde entonces cada laboratorio im
portante se ha dotado de un útil de este tipo, adaptado a sus -
propias necesidades, útiles que se encuentran en rapidísima y -
permanente evolución [2] - [lOj .

La División de Fusión de la JEN, ante la próxima cons
trucción e instalación del Tokamak TJ-1, no podía permanecer al
margen de esa tendencia y decidió emprender la creación y desa-
rrollo de un código de ese tipo, dentro de una extremada penuria
de personal^- ' . PLASMAT0R es el fruto de esa actividad. El códi
go comenzó a esbozarse hacia finales de 1977* la versión que se
presenta en este escrito corresponde a su situación durante el
verano de 1979 y constituye la segunda versión del código, ver-
sión que el autor se atreve a calificar de inicio de la fase -
"adulta" de PLASMATOR, huelga decir que el código se encuentra
(y se encontrará cada vez más) en rápida y constante modifica-
ción y que su finalidad fundamental es la de establecer conexión
práctica entre teoría y experiencias, tanto para el TJ-1 como pa.
ra el futuro TJ-2.

El código PLASMATOR permite simular la evolución espa
cio-temporal del plasma de un Tokamak a partir de una configura
ción inicial sometida a una variación temporal de la corriente

^ ' Un hombre-año por año para el desarrollo de todas las face-
tas del código.
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total del plasma dada. Esta variación de corriente representa el
efecto del circuito primario óhmico sobre el plasma. Durante to
da la simulación el campo magnético toroidal B^ se supone constan
te.

Como es habitual en todos los códigos actuales de trans
porte, las magnitudes que en él se tratan son, en realidad, pro-
medios efectuados sobre las superficies magnéticas (que en equi-
librio coinciden prácticamente con las isóbaras), superficies -
que son recorridas ergódicamente por las partículas cargadas du
rante su movimiento [l2J - [15].

En su presente versión PLASMATOR es un código monodi-
mensional para Tokamaks de sección circular, en el cual se supo
ne que las superficies magnéticas son toros cuyas secciones -
transversales son círculos centrados. En estas condiciones las

magnitudes del plasma depen
den tanto del tiempo como -
de la coordenada radial r_:
distancia al centro del pla_s
ma en cada sección transve_r
sal (Fig. l.l). Por el con-
trario la dependencia con -
el ángulo poloidal £ desap_a
rece a causa de los prome -
dios sobre las superficies
magnéticas mencionados, -
mientras que, por su parte,
el ángulo toroidal c£ se en
cuentra ausente a causa de

la simetría•

FIGURA 1.1

Las variables cuya evolución espacio—temporal se si-
gue son: las densidades electrónica ne(r , t) e iónica n¿(r , t),
las temperaturas electrónica e iónica Te(r , t ) , T¿(r , t ) , el cam
po magnético poloidal BQ( r , t ) , la densidad de neutros no(r , t)
y su temperatura To(r , t) , así como las magnitudes derivadas de
las anteriores: densidad de corriente eléctrica j(r , t), campo
eléctrico toroidal E(r , t) , factor local de seguridad q( r , t) ,
flujos de partículas y térmicos f"e(r , t),Qe(r , t),Q¿(r , t) y -
densidades de energía junto con magnitudes globales (es decir,
integrales o valores medios espaciales) como son la resistencia
y autoinducción del plasma, el voltaje, el flujo magnético (vol
tios—segundos) consumido, valores medios de densidades y tempe-
raturas, energías y potencias de cada proceso, etc., etc.
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Los fenómenos físicos que se tienen en cuenta en el có
digo son: el transporte tanto térmico como convectivo de partí-
culas y energía, el efecto Joule de la corriente eléctrica del
plasma, las pérdidas por radiación, la estricción del plasma ba
30 su propio campo magnético, el transporte e influencia de par̂
tículas neutras a través de procesos de ionización y cambio de
carga, la presencia de impurezas y los efectos originados por -
la corriente de "bootstrap".

El código permite una completa libertad en la asigna-
ción de coeficientes de transporte y posee una estructura alta-
mente modular que facilita la supresión o adición de nuevos efec
tos.

En la presente publicación se efectuará una descrip-
ción general del código PLASMATOR dejando de lado la explicación
detallada de su utilización que se expone en el "Manual de Uti-
lización de PLASMATOR", Ref. [l] . Se comenzará, en el § 2, con -
unos comentarios sobre las bases físicas de las ecuaciones y co£
ficientes de transporte, destinados fundamentalmente a lectores
poco familiarizados con el "Universo" del transporte de plasma.
A continuación, en el § 3? se expondrán las ecuaciones que re-
suelve PLASMATOR, así como la estructura de las relaciones de -
transporte que soporta. Seguidamente, en el i 4-> se expondrán -
los métodos numéricos utilizados en la resolución de las ecuaci^
nes. Pasando en los^^5 y 6 a la descripción de las bases físi-
cas de los módulos para partículas neutras e impurezas utiliza-
dos en el código. El J 7 describirá, muy someramente, la estruc
tura de los datos de entrada al programa, mientras que el § 8 -
lo hará con las impresiones y gráficas de salida, para a conti-
nuación, en el § 9j presentar, a título ilustrativo, los resul
tados obtenidos en una simulación concreta. Finalmente en el 510
se expondrán las líneas principales de evolución previstas para
PLASMATOR.

Para terminar desearíamos expresar nuestro agradeci -
miento al Dr. H. Howe del ORNL por sus valiosas recomendaciones,
al Dr. K. Audenaerde de la Universidad de Wisconsin por la ce-
sión de su modelo de neutros, así como al Dr. M. Soler por su -
eficaz labor de enlace con el ORNL.



2. COMENTARIOS SOBRE LAS ECUACIONES Y COEFICIENTES DE TRANSPORTE
EN SISTEMAS TOROIDALES.

El origen de las ecuaciones utilizadas en el transpo£
te de plasma debe buscarse en la Teoría Cinética. En efecto, es
a partir de la ecuación de Vlasov colisional fllj , [23J , que des
cribe el comportamiento de la función de distribución de cada -
partícula, de donde se obtienen, a través de los diversos momen
tos de esa distribución, las ecuaciones que describen las magni
tudes macroscópicas del plasma: densidad de partículas (momento
de orden cero) , velocidad media y densidad de corriente electro,
ca (momentos de orden uno), densidad de energía térmica, presión,
temperatura (momentos de orden dos), etc.

Sin embargo las ecuaciones que rigen para cada momento
implican también momentos de orden superior, por lo que el con-
junto de ecuaciones no se cierra a menos que se desprecien to-
dos los momentos de orden superior a uno dado o establezcamos re
laciones entre los de orden superior e inferior. Dichas relacio
nes adoptan normalmente, por simplicidad, el aspecto de formas
lineales cuyos coeficientes se denominan coeficientes de trans
porte. Estas relaciones y coeficientes sintetizan de manera -
aproximada el efecto de las ecuaciones correspondientes a los mo
mentos de orden superior; la expresión concreta de esos coefi-
cientes depende de las aproximaciones que se esté dispuesto a -
efectuar y de la forma explícita adoptada para el término coli-
sional en la ecuación de Tlasov. Solo en algunos casos muy espe_
ciales pueden obtenerse expresiones precisas para esos coeficieii
tes, en la mayor parte de los casos restantes debe recurrirse a
coeficientes fenomenológicos o de justificación teórica muy eri
deble.

En el caso de sistemas toroidales la situación se com
plica a causa de los efectos geométricos, un conjunto de coefi-
cientes de transporte coherente solo puede obtenerse en el caso
de sistemas toroidales con simetría axial y sección circular, -
cuando el término colisional se toma del tipo Lennard-Balescu y
en equilibrio MHD (además de otras aproximaciones que se indica
rán más adelante), en este caso se obtiene el conjunto denomina
do "neoclásico" £12J - [15J muy complejo y que, desgraciadamente,
no responde bien a la realidad.

En estos sistemas toroidales las magnitudes de interés son
promedios sobre las superficies magnéticas f12j, las de flujo -
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magnético constante, que consisten normalmente en toros embebi-
dos unos en otros (cuando no hay fuertes inestabilidades MHD) .
Este promedio suprime la dependencia respecto a las coordenadas
"toroidal" y "poloidal", manteniendo solamente la dependencia -
"radial", por esta razón las ecuaciones a que obedecen esos pr^
medios son, al menos aparentemente, monodimensionales, casi siem
pre con simetría cilindrica, y en las que los efectos de la geo
metría toroidal aparece exclusivamente en el interior de los -
coeficientes de transporte.

En la obtención de dichas ecuaciones se acostrumbra a
retener las ecuaciones de los momentos de orden cero (la de la
densidad de partículas) y dos (las de la densidad de energía, -
presión o temperatura electrónica e iónica) mientras que la ecuja
ción de los momentos de orden uno (velocidad media y densidad de
corriente eléctrica) se utiliza, tras laboriosa manipulación, co
mo relación de transporte, es decir como expresión del flujo de
partículas en función de los gradientes espaciales de otras ma_g_
nitudes. Los momentos de orden tres (flujos de calor, tanto tér
micos como convectivos) que aparecen en las ecuaciones de los -
momentos de orden dos también son expresados en función del res
to de las magnitudes a través de los consabidos coeficientes de
transporte ( cf. (3.1l)).

Con todo este proceso se obtienen una serie de ecuacio
nes que presentan el aspecto de ecuaciones de continuidad,|12j -
[15].

La primera ecuación es de la forma

"^Í+IJ?. fr rJ-Si (2.1)
~dt r 3r L J

establece, simplemente, la ecuación de continuidad para la den
sidad de partículas nj^, su variación en el tiempo es simplemente
la originada por el flujo de partículas /¿ que escapan a través
de la superficie externa de un volumen determinado (se ha supue^
to simetría cilindrica). El término S¿ representa las fuentes o
sumideros de partículas debidos a ionización, recombinación u -
otras causas (se darán expresiones concretas en ̂ 3 ) .

í¿ es el flujo de partículas, siendo I¿ = n¿ V¿, mien
tras que V¿_ es la velocidad media en la dirección radial. Este
flujo es uno de los momentos de orden uno y se encuentra ligado
al resto de las magnitudes. La relación de transporte habitual
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establece que este flujo depende linealmente de los gradientes
radiales de las otras magnitudes (n± , Te , T¿ , etc.). Por ejemplo
una relación sencilla podría ser la siguiente fój.

que reflejaría el hecho "intuitivo" de que los gradientes ra-
diales de densidad "provocan" flujo radial de partículas. La li
nearidad de esa relación constituye una primera aproximación -
que encubre la incapacidad de obtener relaciones más fidedignas.
No obstante las ecuaciones, y los coeficientes, son ya suficien
temente complicados como para poder calificar de utópico e in-
tempestivo cualquier intento de "mejorar" esa primera aproxima-
ción.

El coeficiente D de esa ecuación es un coeficiente de
transporte, en este caso el de difusión. Sus dimensiones son -
L^T-l p O r 2 O qUe normalmente adopta la forma

D ~ f2 ]>

donde f es algún "radio característico" (p. ej., el de Larmor),
V es alguna "frecuencia característica" (p. ej. la de colisión)
(Véase el Apéndice I para la expresión de estas magnitudes).

También puede adoptar en el caso de inestabilidades
que se desarrollen con número de ondas radial K¿ y crezcan expc>
nencialmente con constante de tiempo Jf , la expresión ,[8] :

D ~ JL
K ±

2

Debido a la dificultad insuperable de obtener expre-
siones explícitas para este (y los otros) coeficientes, en la
mayor parte de los casos no pueden hacerse más que meras consi-
deraciones dimensionales del tipo anterior.

Análogamente un gradiente de temperatura también puede
ocasionar flujo de partículas con su correspondiente coeficiente
de transporte. Asimismo un movimiento colectivo, como p.ej. un
efecto de estricción ("pinch") del tipo E ^ x Bg puede contribuir
a r, [l2}.

La segunda ecuación que se utiliza es la de continuidad
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3 3de la densidad de energía térmica electrónica (£e=--pe = — neTe) .
Posee la forma:

Expresando que la variación temporal de dicha densi-
dad de energía se debe a las fugas ocasionadas por el flujo de
calor electrónico Qe (tanto térmico como convectivo), a la ener
gía aportada por el efecto Joule (término EJ), por el término
de transferencia colisional de energía Q.e± que tiende a equili
brar las temperaturas electrónica e iónica.cf. (3»2), por las
pérdidas de todo tipo S e (Bremstrahlung, radiación atómica, etc)
y finalmente por el término Í~̂F que es de naturaleza "friccio-

La tercera ecuación es la de continuidad para la deri
sidad de energía iónica (£-±—3, V>± — 3_ ni^i) c o n significación
similar a la electrónica. 2 2

reF (2.4)

Aquí los términos de ganancia o pérdida de energía Sp
corresponden al intercambio de carga con neutros, eventualmente
a las reacciones de fusión termonuclear, etc...

En ambas ecuaciones (2.3) (2.4) los flujos radiales
de calor Qe y Q¿ se ligan linealmente con los gradientes radi_a
les de las otras magnitudes. Una relación sencilla que se emplea
con frecuencia es simplemente [6J.

(2.5)

Siendo sCa la conductividad térmica electrónica que
posee dimensiones, y expresiones habituales, análogas a D:L T"1

y a la cual se aplican razonamientos dimensionales análogos a
los de D.

El resto de las ecuaciones

ot c#r
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J = -f- - — rBg (2.7)
4.TT r 9 r L y J

constituyen simplemente las leyes de Lenz y de Ampére para el
campo magnético poloidal B Q , el campo eléctrico toroidal E y la
corriente eléctrica toroidal J. Esta última se encuentra ligada
a E. y a los gradientes de las otras magnitudes mediante una ley
de Ohm generalizada en donde junto al término habitual de con-
ducción eléctrica, proporcional a E_, pueden aparecer términos
de corriente "gobernados" por los gradientes de densidad y tem
peratura, constituyendo la denominada corriente de "Bootstrap"
[12] , [7] (cf. (3.11)).

Las expresiones concretas utilizadas para los coefi-
cientes de transporte difieren enormemente en cada modelo5 como
ya se ha indicado la única obtención de algún rigor es la de -
los coeficientes "neoclásicos" [l2] - [l 5J en donde se supone -
que los radios de Larmor son despreciables, las frecuencias ci
clotrónicas muy elevadas y que la inversa de la razón de aspee
to local c_ £ es pequeña^*) . En este caso se obtienen expre_ -

~ R
siones para los coeficientes de transporte muy complejas que -
son expresables en series de potencias de £ con términos predo_
minantes del tipo [7l«

D — T& ̂

siendo \Qe el radio de Larmor de los electrones en el campo mag_
nético poloidal (Véase Apéndice i ) , V e la frecuencia de coli -
sión electrón-electrón. No obstante ya se ha indicado que los
coeficientes neoclásicos jio se ajustan bien a la realidad, s_ó
lo se adaptan de un modo relativamente satisfactorio al trans
porte de iones y de impurezas pero, por el contrario, se ajus_
tan muy mal al de electrones.

Un coeficiente fenomenologico muy utilizado es el -
"pseudoclasico" en donde simplemente [ój

También se usa otro bastante similar al "neoclásico"
el de Pfirsch-Schlutter [6] , [7]

v ' R es el radio mayor del toro,
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D ~ X e ^ eT| Ve (l+bq2)

siendo ^T e
 el radio de Larmor electrónico en el campo magnético

toroidal _ y r®1 el factor local de seguridad. Este
B T = B f q = —

coeficiente es el límite colisional neoclásico, es decir, el -
que se obtiene para grandes valores de Ve.

Otro coeficiente usado para simular efectos MHD cuan
do no se saben tratar de otra forma es el coeficiente de Bohm
[23]

cTe
D

16 e

Asimismo la inclusión de microinestabilidades puede
efectuarse fenomenológicamente mediante la "receta" j_8j.

Para las impurezas parece bastante bien aceptado que
la utilización de coeficientes del tipo Pfirsch-Schlutter es a
la vez simple y eficaz.

La ausencia de una teoría coherente para los coefi-
cientes de transporte hace que exista la mas completa diversi-
dad de opiniones en cuanto a la utilización de unos u otros ti.
pos. Por esta razón se ha puesto énfasis especial en que el co
digo PLASMATOR pueda trabajar con coeficientes de transporte lo
más generales posibles.



3 . ECUACIONES Y COEFICIENTES DE TRANSPORTE EN PLASMATOR.

3.1 E c u a c i o n e s .

tes [12]:
Las ecuaciones que PLASMATQR resuelve son las siguien

i
2

1
2

1
c

J

•E>t

~it~
£ B Q

¿>t

_ c
~ Air

- I -ÜL
r "Dr

r 3r

r Br

Cr Xli

i _̂ -
r B>r

í
[
[

eJ

Be]

S i

-2ei-

aie^

reF + E

- TeF + s

J + s e

p (3.1)

En donde se ha utilizado el sistema c.g.s. gaussiano
con corriente eléctrica medida en u.e.s., mientras que las tem
peraturas y energías se miden en eV.

Las magnitudes que aparecen en (3«l) poseen la siguien
te significación

n¿(r . t) es la densidad iónica en el punto _r y el ins
tante t,

ne(r , t) la densidad electrónica

pe=neTe y Te son, respectivamente, la presión y temp_e
ratura electrónicas

pi= n^T^ y T¿ la presión y temperatura iónicas

r¿ el flujo de iones, í~e = Z p F¿ el de electrones, Z
es la carga de cada ion (que normalmente es
la unidad)

QQ y Q¿ los flujos totales de calor electrónico e ióni
co
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BQ el campo magnético poloidal

E y J las componentes toroidales del campo y densidad
de corriente eléctricas.

La interpretación física de las ecuaciones ya ha sido
dada en el § 2, la expresión explícita de los diversos términos
de fuente es la siguiente:

m<=> . r i ,
Uei = J ~ ^ ex L^J v -Le ~ Á±' ne

Z (3-2)
mi ei o ^ e ~ i-' ni

son los términos de transferencia colisional de energía entre
electrones e iones, V e¿ es la frecuencia básica de colisión -
electrón-ión (Apéndice I ) , Z_ y m¿ la carga y masa de los iones
(de los que se supone hay un sólo tipo).

El factor [ZJ en Q • tiene en cuenta la posible pre-
sencia de impurezas (cf. §6) en su aporte a las colisiones en-
tre ellas y los electrones. La ausencia de un término similar
e n 2-je s e c^e^>e a -̂-a m a y ° r eficacia del proceso de equilibrio -
térmico entre iones e impurezas J 24-] , [5J-

La fuente de partículas S¿ procede de la ionización
de partículas neutras (cuya densidad es no)

j~ v ) i o n (3.3)

Por su parte, dejando de lado el efecto Joule EJ, la
fuente (en realidad sumidero) de energía electrónica es de la
forma

se = - pB- pR- Wion-n on eC<r- v > ± o n (3-4)

Donde Pg es la potencia perdida por Bremstrahlung entre elec-
trones-iones e impurezas [22J

PB(W/cm3) = 1,69 x 10-32 n | Z e f T e
2 (3.5)

Zef (cf. ̂ 6) es la Z-efectiva del plasma.

P-D es la potencia perdida en radiación a causa de las
impurezas (Véase § 6 para su discusión).
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El tercer término de (3»4) representa, evidentemente,
las pérdidas de energía electrónica debidas a procesos de ioni
zación.

Por último el término de fuente para la energía ióni
ca S_ posee por expresión

SP - - | nino(Ti ~ To) <<rv> c h+ | Toneno<cr-v>ion (3.6)

en donde el primer sumando representa la pérdida de energía ióni
ca debida a procesos de cambio de carga con neutros y el según
do el aporte de los neutros (cuya temperatura es To) ocasionado
en la ionización.

Se observará que se han descartado efectos de recom-
binación y de ionización por colisión iónica, los primeros, sa_l
vo en el borde del plasma, son despreciables una vez pasada la
fase más inicial de la descarga (los primeros pocos msec): la
de ruptura eléctrica del gas (break-down), única en la que hay
competencia efectiva entre ionización y recombinación »E1 estu
dio de esta fase presenta problemas muy específicos y, por el
momento, pocos códigos la incluyen y aún así los que lo hacen
se ven obligados a tratarla muy someramente. En cuanto a la -
ionización por impacto iónico, a las temperaturas usuales del
plasma se mantiene muy por debajo de la correspondiente al ele£
tronico por lo que no se ha considerado en esta versión L8J^*"'.

Por último en el término "friccional" f*F (rara vez -
presente) el factor F depende linealmente de los gradientes de
densidad y temperatura,[12j [13] (cf. (3.1l)).

Todos y cada uno de los términos que aparecen en el
sistema de ecuaciones (3«l) vienen afectados en el código por
coeficientes multiplicadores (no mostrados en esas expresiones),
coeficientes que permiten reforzarlos o anularlos separadamen-
te con el fin de observar su influencia. Asimismo los segundos
miembros de cada una de las ecuaciones pueden ser anulados en
bloque para simular la conservación en el tiempo de cada una de
las magnitudes siguientes: n-j_, p e, p¿, Bg, T y T.

No obstante, en plasmas sumamente densos, puede volver a ser
importante en el centro.

Para H y T e ~ 1 0
2 éV, <<r v^Qn e~2xl0*7 cm3 sec"

1,

~ 2 x l ° " U c m 3 s e c ~ l 5 y s i T-j^lO2 eV,
2 x 10" 1 4 cm3Sec~ , (a~ v> ch~ 5 x 10~

8 cm3 sec"'
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3.2. Coeficientes de transporte.

Como ya se ha indicado en el § 2 los flujos de partí
culas y calor f , Qg, Q¿ así como la densidad de corriente eléc
trica J y el factor F se expresan como combinaciones lineales
de los gradientes de las otras magnitudes.

Con el fin de permitir la máxima versatilidad en la
asignación de coeficientes de transporte, el código define unos
coeficientes de transporte básicos sencillos, con relación a -
los cuales mide todos los demás. Estos coeficientes básicos son
los de difusión toroidal y de conductividad eléctrica de Spitzer.

Así
De " ¿Te^e (3.7)

es el coeficiente de difusión electrónico toroidal, cT e el ra-
dio de Larmor electrónico en el campo magnético toroidal, V e la
frecuencia de colisión electrónica (cf. Apéndice I).

XTe= D| (3.8)

es la conductividad térmica electrónica toroidal

* £ - e2Ti^± (3.9)
es la conductividad térmica iónica toroidal, siendo f^l el r a~
dio de Larmor iónico en el campo toroidal y S)¿ la frecuencia de
colisión iónica (cf. Apéndice i).

Por último [22]

es la conductividad eléctrica longitudinal de Spitzer.

Tomando como base estos coeficientes la expresión de
los flujos en función de los gradientes adopta la siguiente -
forma [12] , [7]:
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re = -

J = -r

F = T.

n'

- cl6 Vp ne

T'e
TV

e
n1 P'e T» •

'21 '23 p T C 2 4 T. +C25" Pi

" C26

n t .

'31 n

36 n

^ "D ̂  np t «

e " P e
 Ji+ ix

T±

Eli
Pi

n1 T» P'i
'42 Pe

C44-íE1 4o P i

46

T»
e
aHBaH
i

e

P'e
?"P7

(3.11'

en donde los coeficientes C¿-j y Jf son a dimensionales y pueden
poseer cualquier forma analítica.

En las expresiones anteriores junto a las magnitudes
y G~J previamente definidas aparecen también

Y -p
(3.12)

que es la velocidad de estricción de Ware [l 2j

2
(3.13)

la raiz cuadrada de la inversa de la razón de aspecto local, y

i.

' — c £ (3.14)
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es el "término de acoplo de la corriente de "Bootstrap" 6 I , I 7J

Finalmente los términos y Te !~e y ¿f T^ !"".•_ en los flu
jos de calor son de naturaleza convectiva, el valor concreto -
del factor Y es, ordinariamente, igual a 2/3 o 5/2.

Debe notarse que se ha empleado la relación entre los
flujos de partículas electrónico e iónico

r e - Z p 1 (3.15)

debida a la ambipolaridad [23J de la difusión en las escalas -
espaciales propias del transporte de plasma y a que se ha igno
rado el transporte de impurezas.

Los términos que aparecen en (3•11) son ampliamente
suficientes para dar cabida a todos los coeficientes de transpor
te imaginables. En el código los coeficientes C¿-j(y y) pueden
poseer cualquier forma funcional, su expresión concreta puede
ser suministrada por el usuario mediante una subrutina propia
denominada COEFTR (cf. § 7 y Ref. [lj) que puede construir den-
tro de amplísimos márgenes de libertad. Sin embargo si el usua
rio no la suministra, el código aporta una en su defecto, esta
subrutina del sistema permite introducir los coeficientes de -
transporte más usuales (neoclásicos, pseudoclasicos, Pfirsch-
Schlutter, empíricos, etc.), una descripción detallada de estas
diversas opciones y coeficientes se encontrará en la Ref. [l].

3•3• Condiciones de contorno.

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales (3«l)
debe resolverse dando condiciones iniciales y de contorno.

Las condiciones de contorno que se utilizan son las
siguientes. En el centro del plasma r = 0, por simetría las fun
ciones n-, p e, p¿ y J son pares, es decir poseen derivada nula
en el origen., mientras que BQ es impar.
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En el borde exterior del plasma r = a las condiciones
de contorno consisten en dotar de un valor constante en el tiem
po, pequeño pero no nulo, a n±f T e y T¿. La condición de conto£
no para B Q viene determinada por la 5- ecuación de (3»l)j en -
efecto integrando se tiene

f ( ro

donde I es la corriente eléctrica total del plasma (en Amp.).

Por consiguiente el valor del campo magnético poloi-
dal en el borde externo r = a viene determinado por la evolu -
ción temporal de la corriente, que es un dato exterior (cf.¿> 7).

En cuanto a las condiciones iniciales el código permi
te partir de perfiles radiales de n¿, Te, T¿ y J de la forma

(A - B) [l - (r/a)*J " + B
con k} B, =< y fí arbitrarios.

En el caso de la corriente eléctrica esta expresión
analítica determina solo la forma del perfil radial ya que su
valor absoluto es calculado por el propio programa para ajus-
tarse al valor de la corriente eléctrica total del plasma en
el instante inicial.

I = 2 77 / rj(r) dr

Por otro lado, existe también la posibilidad de hacer
que el perfil radial inicial de J posea la forma

Asx como la de permitir que este perfil radial ini-
cial sea exactamente proporcional a la conductividad eléctrica.

lo que corresponde a campo eléctrico inicial uniforme'- ' .

Prescindiendo de la corriente de "Bootstrap"
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Con esas condiciones iniciales y de contorno.el siste
ma (3.1) debe poseer, en principio, solución única.

En el interior del código, por razones de comodidad
numérica, en lugar de las magnitudes n¿, p e, p¿ y B@ se han uti
lizado las siguientes

n.
u3 =

Be
(3.17)

donde n z = 10 cm"J. Su ventaja principal reside en que todas
ellas poseen condiciones de contorno similares, en efecto, es
evidente de la expresión de u¿ que al ser B Q impar en el origen,
u^ es par y por consiguiente su derivada en ese punto, al igual
que la del resto de las u's también es nula.

Además la condición de contorno en r = a para u¿j. es
simplemente

( ) = °>2 X
a

Por otro lado la ecuación para U4 resultante de las
dos últimas de (3«l) posee también una estructura similar a la
de las otras tres ecuaciones, estructura que es del tipo de una
ecuación de la difusión. En efecto es fácil comprobar que tras
sustitución de (3.1l) en (3.l)j habida cuenta de (3.17) >
ecuaciones quedan en la forma:

3

e>t f
0=1

+ 7 ^ )rbiuil + Ai (i" 1*2*3)

r (3.18)

I d JL
r 44 ^

En donde por simplicidad se han agrupado en A- (entre
otros) todos los términos de fuente. Los coeficientes dj~- y b¿
(como A¿) pueden ser fácilmente obtenidos a partir de las c¿-¡
y dependen en principio de las propias funciones _u, dotando al
sistema (3.18) de un fuerte carácter no lineal.



4. MÉTODO DE RESOLUCIÓN NUMÉRICA.

El sistema (3•18) consta de cuatro ecuaciones no li-
neales de primer orden en el tiempo y de segundo en la coorde-
nada radial, es de tipo parabólico, lineal en las derivadas y
no homogéneo. Este sistema se resuelve en el código mediante un
sistema de subrutinas separadas denominado SIS1FO.

Expresado en forma matricial el sistema (3*18) puede
ser puesto en la forma?[7].

donde u =

y ^_ es un operador diferencial matricial (de dimensión 4 x 4 )
que aunque depende no linealmente de las variables u es lineal
en las derivadas radiales 1§ y 2§.

Dicho sistema de ecuaciones en derivadas parciales ha
de resolverse con las condiciones iniciales (cf. £ 3.3).

Ú(r , to) =ü(°)(r) (dada) (4.2)

y las de contorno

ú(a,t) = b (dada) (4.3)

Ú'(0 , t) = ó (4.4)

El método de solución utilizado en SISIFO es un meto
do parcialmente implxcito (tipo Crank-Nicholson) (cf. £ 4-*2) y
en el cual la no linearidad se trata por iteración con posibi-
lidad de reducción automática del intervalo temporal. El méto-
do es linealmente estable en las situaciones normales presentes
en el transporte de plasma (cf. S 4.4).

4.1. Método de linearizacxón [7] .

El proceso de linearización por iteración se realiza
de la siguiente manera.
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En el sistema (4.l) los términos no lineales, p. ej.
del tipo uu', se sustituyen por expresiones lineales del tipo
u(°)u', siendo u*-0-) una aproximación al verdadero valor u de la
función.

De esta forma al comenzar el proceso, en el instante
inicial, el sistema no lineal (4.l) se sustituye por el lineal

f = I {uCo)].ñ (4.5)

en donde, en este primer paso, u^0-* es precisamente el perfil
inicial (4.2).

Este sistema lineal (4.5) se resuelve, partiendo del
perfil inicial (4.2), y con las condiciones de contorno (4.3)
(4.4)3 mediante el método descrito en el % 4.2. Su resolución
conduce a la función u^^(r , t o + ^t) solución del sistema li-
nearizado (4.5) en un instante posterior al inicial t +/}t.
Esta solución u'*' se vuelve a utilizar como aproximante en el
proceso de linearización, es decir, se vuelve a sustituir en -
(4.l) términos del tipo uu' por u(Du ! lo que da lugar a un nue-
vo sistema linearizado.

**'''". ñ (4.6)

que se puede resolver, partiendo del mismo perfil inicial ante
rior (4.2) dando lugar a una nueva solución

u( 2) = u(
 2) ( r ^ t o + ¿Q t)

Con esta nueva función u*- ̂ ' se puede continuar el pro
ceso de linearización en forma iterativa hasta alcanzar algún
criterio de convergencia.

De esta forma el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales no lineal (4«l) se sustituye, en cada paso temporal,
por una serie iterativa de sistemas en derivadas parciales li-
neales, serie que se corta cuando un criterio de convergencia
prefijado se supera, en ese momento la solución del sistema —
K—simo vS '(r , t o + ú t) se toma como el valor de la solución -
verdadera u(r , t Q+ /\t) al sistema no lineal (4.l).

El criterio de convergencia adoptado en el código es
que el máximo valor de la diferencia relativa entre dos funcio
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nes correspondientes a iteraciones sucesivas sea menor que cier
ta cota §Oi es decir

. 2 (4.7)

Normalmente, con SQ = 10~ , salvo en casos patológi-
cos , bastan 3 o 4 iteraciones para alcanzar convergencia.

No obstante, si al cabo de cierto número NITX de i te
raciones (normalmente 10) la convergencia no se consigue, se -
vuelve a comenzar el proceso con un paso temporal reducido a -
la mitad.

Si, aún así., al cabo de NITTX reducciones del paso -
temporal (normalmente 5)¡ tampoco se logra alcanzar la conver-
gencia se imprime un diagnóstico y se continua, pese a todo, -
hacia el siguiente paso temporal, reteniendo como solución la
correspondiente a la última iteración.

Este proceso se establece para cada paso temporal y
de esta forma se va avanzando en el tiempo paso a paso. Cuando
se están obteniendo valores correspondientes al instante tn, -
la aproximación para u que se elige para obtener el primer sis_
tema linearizado es, precisamente, el valor de la función en -
el instante anterior t < = t n-^t.

4.2. Resolución de los sistemas linearizados.

La resolución de cada sistema en derivadas parciales
linearizado (4.5) (4.6) se efectúa mediante un método parcial-
mente implícito del tipo Crank-Nicholson [6J [l6J [l7] •

Este método se basa en la relación

u(t) =u(t-fit) +4t.u.(t-4r) + T(4r) " *ú'(t-¿)t/2) + .. . (4.8)
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donde

U 5

De modo que si para abreviar, usamos la notaciónión^'

= u(tn -át/2)

Se tendrá

u(n) =
24

(4.9)

(4.10)

que establece una relación entre los valores de la función en
pasos temporales sucesivos y la derivada en la mitad del inte£
valo.

Esta expresión puede servir para obtener un algoritmo
de aproximación de los sistemas no lineales (4»l)

u

expresión que nos
conociésemos u'-n~'2'' , ahora bien

ermitiría calcular û -11-' conocido

u
(¿)t)

(4.11)

•n~1-* si

(4.12)

lo que sustituido en (4.1l) conduce a

u(n) _ u (n - l ) + é | '2|l[u(n)+u(n.l)j| í(u(n)+u(n-l)) (4 .13)

El término residual de (4.13) es del orden de (¿}t) y
en el caso lineal ( 5. no dependiente de u) posee por expresión

(*) A partir de ahora el superíndice (n) se refiere a valores
del tiempo y no debe ser confundido con el utilizado en el
§ 4.1 para indicar iteraciones.
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0(¿)t3) ̂ _ - -i- (4t)3 " ü ^ (caso lineal) (4.14)
1 &

. .Por consiguiente el algoritmo (4.13) nos permite cal-
cular u^n^ dado û 11"*-'-̂  (valor de la función en el paso temporal
anterior), el error cometido es del orden de (ó~b) y en el caso
lineal esa relación es exacta si u varía cua dr áticamente con t,
(aparición de "ú* en (4.14)).

El algoritmo (4.13) es del tipo denominado Crank-
Nicholson [l6j [l7J y ha sido adoptado en SISIFO. En rigor es so
bre la expresión (4.13) en donde se efectúa el proceso de linea
rización descrito en el ̂ 4.1.

La combinación del algoritmo de discretización tempo
ral Crank-Nicholson (4.13) y del proceso de linearización del
§4.1 permite la obtención, paso a paso, de las soluciones a -
lo largo del tiempo. El paso temporal át, puede escogerse, bien
constante y prefijado, bien ser calculado por el propio progra
ma reduciéndolo o aumentándolo conforme a las variaciones tem-
porales de las funciones u. En este último caso el programa
calcula la magnitud

Vr

que no es sino la variación relativa máxima de las funciones en
tre dos pasos temporales consecutivos^*'. Esta magnitud da idea
de la variación de u durante el paso temporal en cuestión.

Pues bien, el código elige el paso temporal siguien
te & tn_j_i a partir de la expresión ¡25 I

' Que no debe ser confundida con <S"(4.7) que se refiere a
funciones correspondientes a iteraciones sucesivas perte-
necientes al mismo paso temporal.
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donde tanto <=< ̂  como fij pueden ser escogidas por el usuario (ñor
malmente fT = 0.05 y^T

 = O.Ol).

Esta formula hace que la elección del paso temporal sea
tal que tiende a mantener constante a la magnitud £u de un paso
a otro

S > S = ( 1

el intervalo se acorta si Su y 3 y se alarga en caso contrario.

4.3» Discretización radial.

El algoritmo (4»13) permite la discretización de las
ecuaciones respecto a la variable temporal, sin embargo para -
calcular la actuación del operador diferencial ,£ sobre u (re-
cuérdese que S contiene derivadas radiales de 1 e r y 2^ orden,
cf. (3.l8)) es necesario discretizar también la variable radial,

Para ello se establece una red radial equiespaciada,
con intervalo dr, de N puntos (N .< 101 en PLASMATOR) que com-
prende como primer y último puntos el origen y el extremo.

r1 = 0 , rN = a

Con respecto a esta red espacial pueden ser aproxima
dos los operadores diferenciales mediante fórmulas en diferen-
cias. En el código esta aproximación se efectúa mediante el mé
todo denominado "conservativo" [l6j. Su finalidad consiste en
mantener exactamente las "leyes de conservación" que en forma
integral se deducen de las "ecuaciones de continuidad" (3•18)
aún cuando haya términos no lineales y la geometría no sea pía
na.

Efectivamente en una ecuación de continuidad del ti
po
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la forma integral de la ley de conservación adopta la expresión

c)t
rudr =

c>r

- Lim

r S dr =

+ f r S dr
'o

(4.16)

La regla general que rige en estos casos ?íl6j J25J i_26j.
consiste en definir las magnitudes u como promedios extendidos
en una anchura 4_r a un lado y otro de cada punto de la red e_s
pacial. 2

_ 1_
~ r •/

3L

_r.¡ +

r'u( r')dr (4.17)

(salvo en los puntos extremos)
u.: así definido difiere de u(r-) solo en términos del orden de

\ 9 "

\úr) » Mientras que derivadas e integrales de las magnitudes -
(en particular los flujos y la densidad de corriente eléctrica)
se definen en los puntos medios de los intervalos

r,_i = T(r, -4?) (4.18)

Con estas normas de actuación todos los operadores
diferenciales pueden ser discretizados.

sivo" .

Como ejemplo se deducirá el caso del término "difu-

(4.19)

(cf.(4.2l))

5 v, « - —

"" r 3r

Se tendrá, despreciando términos de orden

J 9. J 9. (4.20)

siendo

Ahora bien

J + t

J A v
3 2

24
(4.21)
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Mientras que

3 + 2 2 3 D (4.22)

Por consiguiente, despreciando términos de orden igual
o superior a (Z}r) , podemos sustituir la expresión diferencial
(4.19) por la expresión en diferencias

+ (r. i D_-_i) u )4.23)

Donde D .jĵ  y r . , i vienen dados por fórmulas similares
a las (4.22). 3~2 3Z*

Es inmediato comprobar que la "ley de conservación"
(4.l6) se mantiene exactamente si, usando el algoritmo (4.23),
las integrales vienen definidas, como es natural de (4.17) i n*e_
diante:

fr .
3

0

i
2 r u dr

O

r K U K

La aproximación (4.23) (4.22) a (4.19) es exacta para
u cuadrática y D lineal y en cualquier caso válida para órdenes
inferiores a ( 4 r ) ^ y es fácil comprobar que para el caso de D
constante y geometría plana (ausencia de factores _1. Y E) coinci
de con la fórmula usual de derivación centrada. r

Mediante este método, todos y cada uno de los térmi
nos de (3•18) pueden ser discretizados en forma similar, con -
ello 2L » U puede ser expresado, fuera de los extremos 3 = 1 y N,
en la forma'*-'

'

u. . 1T 1 »_- .u.
3j

C. .u.
3 3-

(4.24)

(3 = 2, 3,.... N-l)

Recuérdese que %. es un operador diferencial matricial de
dimensión 4 ^ 4 .
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con lo cual sustituyendo (4.24) en (4.13) llegamos a la expre-
sión final

(4.25)

(d= 2, 3, ... N- 1)

Siendo

A3

c.
3

B .
3

2 üt ' C 3

- 2> (4.26)

Con la expresión (4.25) hemos reducido el sistema de
ecuaciones en derivadas parciales linearizado (4.5) (4.6) a un
sistema ordinario lineal tridiagonal (cada ecuación correspon-
diente a un valor determinado de j se encuentra acoplada exclu
sivamente a los valores de j contiguos). Para los N valores de
u existen N - 2 ecuaciones matriciales del tipo (4»25)j las con
diciones de contorno (4.4) en el origen (j = l) y (4.3) en el -
extremo (j= N) suministran las dos ecuaciones restantes que pe£
miten resolver, en principio, el sistema.

La resolución de este sistema tridiagonal se efectúa
mediante el algoritmo de Richtmyer ^7]j[6J5 [l6], ¡17J que es un
caso particular de eliminación gaussiana.

Ello conduce a que cada valor radial de u se obtiene
del anterior a través de (cf. llef. [7j )

j = N - 1, N - 2,... 3,2) (4.27)
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mediante coeficientes G y H obtenidos por iteración ascendente

_ . = = i = (3-2,3,..N-i) (4.28)

como es fácil comprobar por simple sustitución .[6 J, fió] .

Con ello primero se obtienen, mediante (4.28) los coe_
ficientes G y H en orden radial ascendente, para lo cual son ne
cesarios G y H|. Estos últimos se obtienen de la condición de
contorno en r = 0 (4.4)

u'ÍO) = 0

es decir, despreciando términos en (4r) , cf (4.2l)

ul = U2

lo que, comparado con (4«27) conduce a

Gx = I , Hj = Ó

Una vez obtenidos todos los G y H, la fórmula (4.27)
permite obtener las u.,- en orden descendente sin más que consi-
derar que la condición de contorno en r = a (4.3) proporciona
UN -

Lo que resuelve completamente el sistema tridiagonal (4.25).

Debe notarse que cada paso radia.1 ascendente en (4.28)
implica la inversión de la matriz 4 x 4 ( B J - C ¿ . G > _ J ) Í inver_
sión que en el código se efectúa mediante un método de reducción
Gauss-Jordán por medio de la subrutina GJR del MATH PACK de -
UNIVAC, cf. § 4.5.

4.4. Estabilidad numérica del proceso.

La estabilidad numérica del método es fácilmente ana
lizable mediante los métodos habituales fl6lfl7]^ no es difícil
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comprobar la afirmación, reiterada en todas las publicaciones
referentes a métodos numéricos de este tipo, de que la estabi-
lidad lineal está garantizada cuando los coeficientes de difu
sión y conductividad térmica son no negativos [l6j fl7J y cuan
do los términos de fuente predominantes poseen una dependencia
decreciente con las funciones Lió],

Afortunadamente estas condiciones son las habituales
en el transporte de plasma en Tokamaks, ya que el término de -
efecto Joule acostumbra a ser predominante. En efecto EJ*~hj2
y mientras el "nivel" de J depende de la intensidad de corrien
te, que es un dato externo, la resistividad fp decrece fuertemeii
te con la temperatura (y -^ ̂ e~ ' , cf. Apéndice I). Algo simi-
lar ocurre con los términos de transferencia de energía colisio
nal así como con la dependencia de la fuente de ionización con
la temperatura. Por todo ello, en los casos normales dada la -
fuerte predominancia del efecto Joule y de la transferencia co
lisional, la estabilidad numérica se mantiene.

No obstante, en algún caso patológico en que estos -
términos se encontraran ausentes o no fueran predominantes, la
estabilidad podría no producirse. En estos casos se observa una
reducción drástica del paso temporal pudiéndose llegar a una -
ausencia sistemática de convergencia. Estas situaciones son ex
tremadamente raras y, como regla general, aparecen solamente -
en aquellos casos en que los términos convectivos son netamen-
te predominantes fió],

A título de ilustración vamos a examinar, brevemente,
la estabilidad numérica en dos situaciones extremas: (a) en el
caso lineal homogéneo, en particular cuando solo aparecen térmi
nos difusivos, y (b) en el caso no homogéneo, no lineal.

a) Caso_lineal_homogéneo.

En esta situación el operador diferencial ¿ü (4.. 24) ca
rece de término en "V. Esta expresión, junto con el algoritmo -
(4*13), conduce a

u ( n ) =

(4.29)
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Ahora bien, por ser la ecuación, en este caso concre
to, lineal y homogénea la solución podrá ponerse como superpo-
sición de modos de Fourier } [l6j; [l7J ".

(4.30)

cada uno de los cuales evoluciona separadamente.

Detengámonos en uno de estos modos de Fourier

(n) x n ^ i j y

Sustituyendo (4.30) en (4.29) y dividiendo por

A 0. ' resul ta:

A= i + ^ A ' ( > + i)£1/Z/+ B'(/\ + i) +

Es decir

A - - ' + Bt

(A' +C')cos/j +i

- ^ I B' + (A' +C!)cos/j - i~(A'-C')sen/'
(4.31)

La condición de estabilidad numérica establece que -
(cf. Ref. fl6],[l7j)

> V (4 .32)

ya que, en caso contrario, la influencia de este modo de Fourier
crecería, en módulo, de cada paso temporal al siguiente.

Esta condición implica que, dado que en (4«3l) numera
dor y denominador poseen parte imaginaria igual y opuesta, de-
be verificarse, para que se cumpla (4.32):

él ( " B ' + U ' + C ) cosqui ^ I - ^ Y | B ' + ( A ' + C ) COS/Í |

es decir
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B'+(A T+C t)

y como ésto debe verificarse para cualquierM < la condición de
estabilidad (4.32) se traduce en

(4.33)B ' ^ O , A1 +C» B* | (ESTABILIDAD)

Para e l caso p a r t i c u l a r de términos puramente difusa.
vos. ( 4 .19 ) , se t i e n e , cf. ( 4 .23 ) ,

B' = _(A' + C»)

por consiguiente habrá estabilidad si A1 +C T ̂  0, es decir -
(cf. (4.23)) si las D (coeficientes de difusión y de conducti-
vidad térmica) son no negativos.

Cualquier otro caso (lineal y homogéneo) es analiza-
ble por el mismo método.

b) Caso no lineal. no homogéneo.

Aquí supondremos que el operador^ de (4.24) posee so
lamente el término inhomogéneo Vjuj, que puede depender de u no
line almente.

El algoritmo (4.13) adopta ahora la forma

(4.34)

En este caso ya no procede una descomposición en mo-
dos de Fourier. Por el contrario, supongamos que en cada paso
temporal (n) se produce un pequeño error £_ y veamos como se
propaga de un paso al siguiente; se tendrá fió]:

u(n) + £ ( n ) = u(n-

(4.35)

es decir, desarrollando en serie y reteniendo solo términos de
primer orden en £

£ ( n ) = ¿ ( n - l ) + ^ (¿(n) + e ( n - l ) ) # y T

siendo V la derivada funcional de V respecto a u.
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Con ello el factor de amplificación del error será:

S
(a) .

.(n)
(4.37)

y existirá estabilidad numérica si [l6j

e(n) (4.38)

lo que implica

"V < 0 (ESTABILIDAD) (4.39)

Es decir¿ el método es estable si V decrece con u

En la práctica ambas situaciones (a) y.(b) se encuen
tran presentes junto a términos no difusivos. Un análisis deta
liado de cada caso se sale del marco de este escrito y no apor_
taría nuevo contenido físico.

c) Estabilidad del proceso de linearización.

El análisis anterior ilustra la estabilidad del algo
ritmo de Crank-Nicholson (4.13) (4.25), sin embargo no aporta
información sobre la estabilidad del proceso de linearización
del^4.1j un análisis completo de este último sería excesiva-
mente complejo y nos limitaremos exclusivamente a una discusión
informal del caso no homogéneo (4.34).

Si para exponer la aplicación del método de lineari-
zación del §4.1 a (4.34) representamos por \n ' y vn^""1' las -
funciones correspondientes a las iteraciones k y k-1 -ésima y
mantenemos la notación u*-n ^ para el valor de la función co-
rrespondiente al paso temporal anterior, se tendrá como algo-
ritmo del proceso iterativo: (cf. (4.34)* (4.5) et seq.)

w

(k) = (4.40)

Efectuando un análisis de propagación de errores
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idéntico al del apartado (b), llegamos fácilmente a que la con
dición de estabilidad numérica del proceso iterativo es:

(4.41).< 1 (ESTABILIDAD)

lo que establece una limitación sobre el paso temporal át.

Por consiguiente para que todo el conjunto de procesos
posea estabilidad numérica no basta que TT sea negativa (cf.(4«39)
sino que su producto por $t ha de ser inferior a cierta cota.

Esta condición (4-4l) explica porqué en la práctica,
cuando el efecto Joule o los términos de transferencia colisio
nal son predominantes, el paso temporal puede ser aumentado pĵ o
gresivamente a medida que la descarga avanza, es decir, a medi
da que aumenta la temperatura. Esto se debe a que tanto EJ como
^e:j.( Apéndice i) se comportan como Te~¿' (y su derivada como
1Q ) y por consiguiente decrecen al crecer Te.

La elección del paso temporal mediante la fórmula
(4» 15') del final del ̂ 4.2 favorece una tendencia a que la con
dición de estabilidad (4.4l) para el proceso iterativo se man-
tenga. Esto puede intuirse a partir del siguiente razonamiento
meramente cualitativo.

La ecuación diferencial de donde procede el algorit-
mo (4.40) es

ú = Y

esto quiere decir que la magnitud S u de (4.15)

= Max
iu<n>Uu(n-]

u
(n)

obedece, en orden de magnitud, la relación

ir

i",u u
(4.42)

y si suponemos para Y un comportamiento del tipo

--^ para el caso en que el efecto Joule o los términos coli
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sionales predominan) se tendrá:

u

así pues, cf. (4.42)

Por consiguiente la condición de estabilidad (4.41) implica

De donde se deduce que la tendencia expresada en la -
fórmula (4»15!) a mantener $u constante y con valor pequeño (al
gunos tantos por cien, normalmente 5 %) favorece la estabilidad
numérica del proceso iterativo.

Esta estimación de órdenes de magnitud no debe consi-
derarse como una demostración sino, simplemente, como el refle-
jo de una tendencia. En la práctica, dada la complejidad y el -
fuerte carácter no lineal de las ecuaciones, solo el análisis de_
tallado de cada situación concreta puede confirmar las condicio
nes de estabilidad.

4«5. Desacoplo de las ecuaciones.

Como ya se ha indicado en §4.3 la resolución del sis-
tema tridiagonal (4»25) implica la inversión, en cada paso ra-
dial (4.28), de una matriz 4 x 4 . Pudiera ser ventajoso, desde
el punto de vista de rapidez y precisión del cálculo, evitar la
necesidad de esa inversión. Esta posibilidad se basa en la amplia
libertad de que se dispone para la linearización de cada térmi-
no del sistema (4.l). En efecto un término del tipo u-̂ U2 puede
lxnearizarse de muchas formas distintas'*): Ui'^^2 , ui u2 >

' Obviamente aquí los subíndices 1 y 2 ya no se refieren a va
lores radiales de la función sino a funciones distintas.
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1 , K u ^ ) +uj) u-^0) , etc, etc. Por ello es posible
linearizar los sistemas de modo que cada ecuación quede "desaco-
plada" de las restantes sin más que sustituir las funciones co-
rrespondientes a las otras ecuaciones por sus valores_en la ite
ración anterior. Be esta forma las matrices 4 x 4 A , B y C d e -
(4-» 25) poseerán solamente elementos diagonales y_lo mismo ocurri
rá con G, cf (4.28), por lo que la matriz B-C . G a invertir en
(4.28) también será diagonal y su inversión será trivial.

Esta opción de "desacoplo" de las ecuaciones puede ser
escogida libremente por el usuario, se consigue con ella una li
gera reducción del tiempo de cálculo que puede ser ventajosa en
simulaciones muy largas.

Conviene recordar, finalmente, que otras opciones po
sibles consisten en mantener artificialmente constantes, e igua
les a sus perfiles iniciales, cualquiera de las magnitudes n¿,
Pe* Pi* B9 y también Te y T±.



5. MODULO DE NEUTROS [l8J.

El cálculo de la evolución para la densidad y tempera
tura de las partículas neutras no(r , t), To(r , t), se efectúa -
mediante el código SPUDNUT, Ref. [l8], desarrollado por K.Aude-
naerde de la Universidad de Wisconsin.

Se trata de un código que analiza el transporte de par
tículas neutras resolviendo la ecuación de Boltzmann en su forma
integral f2], en geometría plana, teniendo en cuenta procesos de
intercambio de carga e ionización y permitiendo la posibilidad
de reflexión de neutros rápidos en la pared.

La fuente de neutros frios se supone situada en la pa
red, en donde se originan con energía media E o y distribución -
isotrópica. Estos neutros que se supone viajan todos a la misma
velocidad , 2Eo..-§ (velocidad más probable correspondiente a una

<-~m
distribución maxwelliana con energía media E o ) , provocan por cam
bio de carga la aparición de nuevos neutros, más rápidos, cuya
energía media se supone igual a la local de los iones y cuya -
distribución se supone isotrópica. A la vez los neutros pueden
desaparecer por ionización electrónica.

De esta forma, por generaciones sucesivas, suponiendo
siempre que los neutros viajan a una única velocidad (la más -
probable) se obtienen, mediante un proceso iterativo convergen-
te, los perfiles para la densidad de neutros, fuente de ioniza-
ción y de cambio de carga, de esta última magnitud se deduce el
perfil de temperatura de los neutros (cf. fórmula (3*6)).

La principal ventaja de dicho código reside en su ex-
tremada rapidez de cálculo sin pérdida de precisión. Se encon-
trará en la Ref.- [ l8j una descripción completa junto con series
de comparaciones de sus resultados con los obtenidos por otros
códigos.

La fuente de neutros frios se supone situada en la p_a
red externa del plasma y provocada por el flujo de iones que -
emergen de él. Un coeficiente de "reciclado" permite dar cuenta
de este efecto ^26]. También se permite el aporte de neutros -
originado por la inyección de gas frió ("gas puffing"), en la -
versión actual de PLASMATOR esta inyección se supone constante
en el tiempo.
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A partir de los valores de la densidad y temperatura
de los neutros pueden obtenerse fácilmente los diversos térmi-
nos de fuente (3.3), (3.4) y (3.6).

Junto a este modelo completo de neutros (que es el -
que en principio se recomienda) existen en el código tres mode
los muy simplificados (reliquias históricas de la infancia de
PLASMA TOE.) . Estos tres modelos alternativos corresponden a las
siguientes hipótesis físicas

a) Fuente de ionización S-j_, cf (3»3)> constante en el
tiempo, con perfil radial fijo expresado analíticamente. Este
modelo obedece a un comportamiento empírico observado en el -
ORMAK, cf. Ref. [2l"] .

b) Fuente de ionización con perfil fijo (como en (a))
pero con nivel calculado de manera que se mantenga constante -
el número total de partículas [7j.

c) Perfil de densidad de neutros dado analíticamente
con posible variación en el tiempo de tipo Frank-Condon [5j•

La ventaja de estos tres modelos "ad hoc" reside ex-
clusivamente en su simplicidad y rapidez de cálculo que permite
efectuar estimaciones globales y comparaciones.

Cuando se permite la presencia de neutros es posible,
con cualquiera de los modelos, elegir una opción que permite -
mantener la densidad iónica constante en el tiempo, e igual a
su perfil inicial, pero que, a diferencia de la opción citada
en §A-* 5, calcula el flujo de partículas a partir de la fuente
de ionización. Es decir, que de la 1§ ecuación (3«l)

-e>t r -7jv [

si se mantiene n^(r) = cte.

^ í = o
c>t

debe verificarse por consiguiente

r±(r) = M r r» S±(r«) dr»
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que es la expresión del flujo que se utiliza en esta opción en
el resto del código, haciendo caso omiso de la que se obtiene
de los coeficientes de difusión (3«ll)«



6. MODULO DE IMPUREZAS.

Se trata de la parte más reciente y menos desarrolla
da del código ya que (por el momento) no se considera el trans
porte de impurezas, éstas se suponen dotadas de un perfil de -
densidad proporcional, bien a la densidad electrónica, bien a
la iónica, proporción de impurezas que se considera constante
en el tiempo.

Se permiten en el módulo hasta tres tipos de impure-
zas (C, 0 y Fe) cuyos estados internos de carga se_supone que
obedecen a las ecuaciones del equilibrio corona L6j. Para ello
se han utilizado los coeficientes de ajuste polinómico obteni-
dos por D.E. Post et al. (cf. Refs. [20] y [l9]) mediante el rao
délo de "Z-medio". Este conjunto de coeficientes permite calcu
lar en cada punto (es decir, para cada valor de la temperatura)
y para cada tipo de impurezas los valores de (Z) y { Z ^ que c£
rresponden, respectivamente, al valor medio de la carga y de su
cuadrado extendido sobre todos los estados de ionización. Tam-
bién proporciona el valor de L: potencia total radiada por ese
tipo de impurezas por par de partículas presentes.

Con estos valores medios (Z\, /Z^N y L pueden obtener^
se las magnitudes siguientes:

Densidad electrónica total

3
ne(r) = Zp n±(r) -i- ]T ^.(r) < Z.. ) (6.1)

Donde Z es la carga de los iones básicos del plasma (normalmen
te la unidad)

El índice _¿ representa cada uno de los tres tipos de impurezas

n-j(r) es el perfil de la densidad de impurezas de tipo j

y se tiene una de las dos opciones siguientes

(6.2)

°t-j es la fracción de impurezas frente a electrones o iones que
se supone constante y uniforme.

Carga media del plasma
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_ n~(r)
Z ( r ) = ^ (6.3)

Z - efectiva del plasma £22]

3

z ( >
 Zp 2 ni +Zef(r) =

Factor de colisionalidad (cf. (3.2)) f22J

3

donde m• es la masa de la impureza de tipo j
ü

Potencia total radiada por las impurezas

3

2PR = 2 n
e(

r) nj<» Lj
j l

Junto al modelo corona citado, el usuario puede ele-
gir opciones más simples. Por ejemplo puede escoger la ausencia
de impurezas^ en este caso

ne(r) = Z p n±(r)

Z(r) = Z (constante y uniforme) (6.7)

mientras que Zeff(r) puede ser fijada a un valor arbitrario da
do, constante y uniforme. En este caso la potencia radiada por
Bremstrahlung posee la expresión (3.5) mientras que la emitida
por las impurezas se calcula mediante la siguiente fórmula glo
bal,f4j []

PR(w/cm
3) = 4.10-26

 nj(r) ne(r) (6.8)

que responde a la emisión provocada por impurezas pesadas, en
este caso n • representa una densidad de impurezas pesadas que
puede venir fijada por el usuario en la forma (6.2).

Una segunda opción simplificadora consiste en supo-
ner un sólo tipo de impurezas para las que ̂  Z_) se supone fijo
(constante y uniforme) y (Z y = {Z/ . Los parámetros 2, Zef y

se calculan en este caso de las fórmulas ordinarias (6.3)



(6.5) mientras que las pérdidas por radiación se tratan de modo
idéntico al de la opción anterior.

Por último en el caso normal (impurezas tratadas me-
diante efecto corona) las pérdidas por radiación (6.6) incluyen
el Bremstrahlung ocasionado en la interacción entre electrones
e impurezas por lo que éste debe ser sustraído de Pg que por ello
adopta ahora la expresión

PB = 1.69 x 10-32 ngniZp
2^!

ya que debe incluir solamente el Bremstrahlung electrón-ión.



7. MODO DE ACCESO A PLASMATOR.

El código ha sido escrito en FORTRAN-V para la
UNTVAC-llOO/80 de la JEN y ocupa unos 40 K de memoria central.
Una explicación detallada de su modo de utilización se encontra
rá en el "Manual de Utilización", Ref. [l] . ~"

Todos los parámetros y constantes que entran, tanto
en los perfiles iniciales como en los datos de cualquier otro
tipo (opciones de cálculo, límites, etc), se introducen median
te una serié de NAMELIST, existiendo un conjunto completo de va
lores "por defecto" para las magnitudes que no se dotan explí-
citamente de valor en los datos suministrados por el usuario.

Además la forma analítica y valores numéricos de los
coeficientes de transporte adimensionales C . y / de (3.1l) es
arbitraria y puede ser suministrada mediante una subrutina cons
truida por el usuario: COEFTR. En su defecto el programa asigna
una subrutina "standard" en la que los coeficientes de transpor
te presentan las formas más usuales ("pseudoclasicos", "neoclá-
sicos", Pfirsch-Schlutter, resistividad de Spitzer, efectos de
atrapamiento y MHD, coeficientes empíricos, etc..) cf. Ref. fi].

Esta subrutina COEFTR puede ser construida con toda
libertad por el usuario, dentro de márgenes muy amplios,para -
ello el código suministra a través de bloques de COMMON todas
las magnitudes que usualmente intervienen en esos coeficientes
(perfiles de las magnitudes del plasma, frecuencias de colisión,
colisionalidades, velocidades térmicas, coeficientes de difu-
sión básicos, etc, etc...).

La inclusión u omisión de estas subrutinas se realiza
durante la colección del programa por el procesador "óDMAP.

Los datos para la evolución temporal de la corriente
eléctrica total del plasma también se suministran mediante un
NAMELIST en la forma de parejas de puntos tiempo-valor de la -
corriente, hasta un máximo de 20. El valor de la corriente en
cada instante de tiempo se calcula mediante interpolación o ex
trapolación lineal entre los puntos citados.

El número de puntos para la coordenada radial se en-
cuentra limitado a un máximo de 101; por el contrario no existen
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limitaciones para el número de pasos temporales que pueden reji
lizarse, el programa termina cuando se supera bien un tiempo de
descarga previamente especificado, bien un numero prefijado de
pasos.



8. IMPRESIONES DE SALIDA DE PLASMATOR.

Los resultados del programa aparecen en forma prácti
camente autoexplicativa (cf. Ref [lj). Consisten en una repeti-
ción completa del contenido de todos los NAMELIST, es decir de
todos los datos de entrada, seguida de los perfiles iniciales
n e(r), Te(r), T¿(r), Bg(r) y j(r), de sus valores medios y de
datos generales tales como el volumen, autoinducción externa e
interna inicial, corriente, densidad de línea, etc.

Para instantes posteriores, que pueden ser elegidos
con gran libertad por el usuario, aparecen una serie de magni-
tudes que muestran las incidencias del proceso iterativo (núme
ro de iteraciones, de reducciones temporales, de § cf. (4«7) y
S u cf. (4»l5)j etc.). Siguen los perfiles radiales de ne, Te,
T¿, B Q , J, f*£, Qe¡ £>£, E y q y los valores medios y máximos de
las magnitudes anteriores.

Aparecen también una serie de tiempos característi-
cos globales para el confinamiento de partículas, de energía,
etc., los valores medios de la densidad de energía y las divê r
sas componentes de la densidad media de potencia (efecto Joule,
pérdidas por radiación, fugas, etc.), junto con los valores de
la resistencia y autoinducción total del plasma, del voltaje y
de los voltios-seg, consumidos, potencia resistiva, energía -
magnética y densidad de línea.

También aparece una serie de "tests" basados en las
'leyes de conservación" del número total de partículas, de la -
energía total y del flujo poloidal, así como un test local de
verificación de las ecuaciones diferenciales.

Por último se imprimen un conjunto de perfiles de ma_g
nitudes importantes del plasma, como son: densidades de energía,
perfiles de potencia integrada, densidad y temperatura de los -
neutros, perfiles de Z, Zef y ÍZ] (cf. § 6), perfiles de los -
coeficientes de difusión, de conductividad, resistividad, fre-
cuencias de colisión, colisionalidades y finalmente perfiles de
tiempos característicos.

Una vez alcanzado el tiempo límite previsto aparece
un resumen de la evolución temporal de los valores medios y en
el origen de ne, Te, T¿ y BQ; del voltaje del plasma, de los -
voltios-segundo consumidos, de la densidad de línea y de la in
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tensidad de corriente.

El código permite la aparición de gráficas de diverso
tipo (perfiles radiales y evolución temporal) tanto en la impre
sora como en el Plotter CALCOMP y cuya forma de representación
puede ser tanto bidimensional como tridimensional.



9. EJEMPLO DE UNA SIMULACIÓN.

Como ejemplo ilustrativo se ha considerado un caso
con los siguientes parámetros.

Radio mayor R = 8l cm
Radio menor a = 22 cm
Campo magnético toroidal B^ = 18 kG.

La corriente del plasma crece linealmente desde 15 -
hasta 100 kA durante 10 msec, para mantenerse posteriormente -
constante.

Zef se tomó igual a 4* no hay neutros ni impurezas.
Se han tomado 51 puntos para la variable radial.

Los perfiles iniciales de densidad y temperatura fue
ron parabólicos con valores centrales iguales a

ni(0)=6í0 x 10
1 2 cm"3, Te(0) = T±(0) = 20 eV

La densidad de corriente inicial se tomó con perfil
proporcional a la conductividad (es decir campo eléctrico ini-
cial uniforme).

El coeficiente de difusión de partículas se tomó del
tipo Pfirsch-Schlutter, el de conductividad térmica electrónica
pseudoclásico, el de conductividad térmica iónica neoclásico,
mientras que la resistividad fue de tipo Spitzer y se incluye-
ron términos convectivos en Qe y 0_¿ (Y — 3/2).

En este ejemplo no se han incluido neutros ni pérdi-
das por radiación de impurezas, esto hace que la temperatura -
electrónica pueda alcanzar valores muy elevados.

La simulación se inició con un paso temporal de 5Usec.
y se continuó, con paso elegido por el propio programa hasta -
alcanzar 100 msec. de descarga necesitándose 197 pasos témpora
les.

Se obtuvieron los valores centrales finales siguientes:

ni(O)=5,77 x 10 1 2 cm"3, Te(0)= 1784 eY, Ti(o)=25O.9 eV (8.1)
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La fuerte subida de corriente origina un pronunciado
efecto "skin" (cf. £ 10) en la densidad de corriente que adopta
un perfil "hueco" con

J(O) = 47,01 Amp/cm2

pero con su máximo situado en r = 15,4 cm

JMáx = 125,62 Amp/cm2

El efecto "skin" es mucho más suave para Te ya que su
máximo se sitúa en r = 14,08 cm, con valor

T e, M á x = 1955,6 eV

Por su parte el campo eléctrico presenta por valores
extremos

E(0)=1.70 x 10-4-Volt/cm, E(a)=4,97 x 10"4 Volt/cm

En tanto que los de q son

q(0) = 7,504 , q(a) = 5,378

con un mínimo en r = 17,l6 cm y valor

%iin =3,87

Se consumieron en la descarga V s = 0.071 Volt - sec.

Una representación gráfica en el Plotter CAMCOMP de
la evolución temporal de los perfiles de la temperatura electro
nica y del campo magnético poloidal aparece en las páginas si-
guientes. También se reproducen algunas de las gráficas que se
obtienen en la impresora.

La simulación exigió un tiempo de ejecución CPU de 2
min. 25 seg, y un tiempo total (incluyendo entradas y salidas
de 4 min. 12 seg., las gráficas de la impresora consumieron una
porción muy considerable del tiempo de impresión.

Como prueba de la flabilidad del código, se han efe_c
tuado comparaciones preliminares con un caso de idénticas carac
terxsticas utilizando el código de H. Howe del O.R.N.L. f5J, -
r 26 J. Tras los 100 msec. de descarga (197 pasos temporales de
PLASMATOR) la diferencia relativa entre los resultados de los
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dos códigos para l a s magnitudes ( 8 . l ) fueron:

= +1.1 %t , <íTe(0) = - 2 . 2 %e , S T ± ( O ) = - 3 . 6 %o

= : — 2 « 7 %P

¿"E(O) = + 3.0 ^ , £E(a) = +3.3 ^

= +4.7 %e } ¿q(a) = -0.4 ^

= +0.2 %c

gvs = +2.6 %.

Es decir, de unas pocas partes por mil en la mayor par
te de las magnitudes, no excediendo nunca el ocho por mil. Se -
trata de un resultado muy satisfactorio.

Actualmente se están efectuando comparaciones sistema
ticas entre ambos códigos, comparaciones que una vez analizadas
serán objeto de posterior publicación.
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les idénticos a los de la FIG. 9«l).
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FIGURA 9.5

Evolución espacio-temporal de la tem-
peratura electrónica del plasma.
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FIGURA 9 . 6

Evolución espacio-temporal del campo
magnético poloidal.



10. CONCLUSIÓN Y PERSPECTIVAS.

Con los resultados positivos obtenidos en las compara
ciones preliminares de PLASMATOR con otros códigos y los previ
sibles resultados positivos de las comparaciones en curso (ve-
rano de 1979)i el conjunto de programas habrá alcanzado su fa-
se de aplicabilidad en la cual será utilizado tanto como elemen
to de predicción como en su faceta de útil de diagnóstico que
complemente las medidas experimentales en el TJ-1 y TJ-2.

Junto a esta tarea de producción es necesario abordar
también una tarea de expansión, estas perspectivas de evolución
para PLASMATOR, en un futuro inmediato, se.encuentran ligadas a
sus limitaciones actuales.

Como se ha indicado en el ¿j 1, PLASMATOR es actualmen
te un código monodimensional en el cual se supone que las sec-
ciones transversales de las superficies magnéticas son circuios
centrados. Esta limitación es común a la inmensa mayoría de los
códigos de transporte de plasma y obedece a considerables difi
cultades teóricas y numéricas, no obstante se prevé que pueda
ser levantada en un futuro próximo, introduciendo como facto-
res métricos en los operadores diferenciales los datos de la -
geometría de las superficies magnéticas, convirtiendo así al -
actual código monodimensional en lo que se acostumbra a denomi
nar un código de n\\ dimensiones".

Sin embargo la máxima prioridad en la modificación de
PLASMATOR se centra en otro punto, bastante ligado al anterior.
En su versión actual los efectos de las inestabilidades MHD se
tienen en cuenta de una manera excesivamente burda (incremento
de los coeficientes de difusión para q < l ) , una consecuencia de
ésto puede percibirse en las figuras correspondientes a la simu
lación del § 9 con el enorme efecto "skin" que se produce en el
perfil de la densidad de corriente y con el perfil decreciente
del factor de seguridad q(r); en la realidad ese efecto "skin"
se encuentra muy mitigado por efectos MHD. Esta será el área de
próxima expansión de PLASMATOR: la introducción de fenómenos no
difusivos ligados a inestabilidades MHD, que aparecen sobre to-
do en la primera fase de la descarga (primeras decenas de m s e c ) ,
fase denominada de "start-up" durante la cual la corriente del
plasma crece rápidamente.

El resto de las limitaciones de PLASMATOR se encuentran
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ligadas a las del medio experimental con el que está destinado.
a interaccionar. Como no se prevé, ni en el TJ-1 ni en el TJ-2,
inyección de neutros ni de granulos ("pellets"), ni tampoco la
instalación de divertores ni limitadores móviles, ni por supues
to reacciones de fusión, esos efectos no se han incluido en el
código. Más bien que de limitaciones deberla hablarse, en este
caso, de eliminación de efectos superfluos y no es probable que
en un futuro previsible sean incluidos aún cuando no presenten
dificultades importantes.

La fase de ruptura eléctrica del gas, en que existe
competencia efectiva entre ionización y recombinación, cf.¿3«lj
tampoco se ha incluido; por sus problemas específicos es de es
perar que sea abordada solo si se produce un énfasis experimen
tal especial en este campo. Algo similar ocurre con el transpo£
te de impurezas.

En consecuencia el área de expansión inmediata para
PLASMATOR se sitúa en los efectos MHD ("start-up") y, posterio£
mente, en la influencia de los efectos geométricos de las super
ficies de flujo.

La vida adulta de PLASMATOR no ha hecho más que comen
zar.



APÉNDICE I. Definición de las magnitudes principales [221,^23]

Se presenta en este Apéndice la definición de las
nitudes más importantes utilizadas en los &§2 y 3.

roidal B,
Radio de Larmor electrónico en el campo magnético to

Id. iónico

eZD BT

[2miTi] =

Radio de Larmor electrónico poloidal

i -i

"e 2

Logaritmo de Coulomb

ln /\ = 25,3 - l n

(con ne en cm" , Te en eV)

Frecuencia básica de colisión electrón-ión

.) 4 V2TT e4 ne inA
J7

3SU 2
T e3/2

Frecuencia de colisión electrón-electrón

= Z e £

Frecuencia de colisión iónica

Zp
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T i
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3/2

z 2
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"Velocidades térmicas electrónica e iónica

TTe =
m,e.

miJ
1 i

2

Factor de seguridad local del Tokamak

q = RB9

(R es el radio mayor del toro)

Inversa de la razón de aspecto local

"Colisionalidad" electrónica e iónica

Rq Rq

Resistividad longitudinal de Spitzer (para

c3/2v i
t v T i

4= l)

1.96 e
2 n e

con <*(Zef) = ^
51

0.295 +
0.485

1.3 Zef - 0.012 Zef-

Coeficiente de difusión de Bohm

cTe
16 e Br
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